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Vorwort

Im Frithjahrssemester halte ich an der ETH Ziirich die Vorlesung Analysis 2 fiir Studie-
rende der Studiengénge ITET und RW. Diese Notizen ergénzen die folgende Literatur
fiir dieses Fach:

M. Struwe, Analysis fiir Informatik, Skript, 5. November 2010.

Chr. Blatter, Ingenieur-Analysis 2, Ziirich: Verlag der Fachvereine (vdf), 1989.

K. Konigsberger, Analysis 2, 6. Ausgabe, Springer-Lehrbuch, 2004.

Ich hoffe, dass Thnen meine Notizen beim Versténdnis des Stoffes helfen werden. Riickmeldungen
sind willkommen! Bitte schicken Sie diese an fabian.ziltener@math.ethz.ch .

Fabian Ziltener, ETH Ziirich






Kapitel 0

Ausblick auf die Vorlesung

Ich beginne die Vorlesung Analysis 2 mit einem Ausblick auf den Stoff der Vorlesung
sowie einem kurzen Ausblick auf Analysis 3. Da ich in kurzer Zeit viele verschiedene
Themen ansprechen werde, kann ich es mir gut vorstellen, dass Sie einiges, was ich
jetzt erzdhlen werde, nicht gleich verstehen werden. Das ist nicht schlimm, da wir die
Themen spéter ausfiihrlich behandeln werden.

Wiederholung von Analysis 1: Funktion f : R — R, Ableitung, Integral
Jetzt: R" :=={x = (x1,...,2,) | 21,...,2, € R}

Wir betrachten f = (fi,...,f1):R* = Rl (n,l € N={1,2,...}). Ein Beispiel aus der
Physik ist die Dichte einer Grosse (zum Beispiel der Masse oder Ladung). Die Dichte
(zu einem festen Zeitpunkt) ist eine Funktion p : R® — R. (p(x) ist die Dichte an der
Stelle = € R3.)

Wir betrachten nun den Fall n = [. Dann kénnen wir f als ein Vektorfeld auffassen,
also als eine Abbildung, die jedem Punkt im Raum R” einen Vektor in R” zuordnet. Ein
Beispiel eines Vektorfeldes aus der Physik ist elektrische Feld, das wir als eine Funktion
f =E:R?*— R? auffassen konnen. Hierbei ist E(x) die elektrische Feldstéirke am Ort
r €R3.

In dieser Vorlesung werden wir Definitionen und Sétze, die Sie aus Analysis 1 fiir
Funktionen einer Variable kennen, auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.
Beispiele dafiir sind die Definition der Ableitung und des Integrals, die Kettenregel,
die Substitutionsregel und der Umkehrsatz.

Dariiber hinaus werden wir Sétze kennenlernen, die keine Entsprechung in der Analysis
1 haben. Dazu gehoren der Satz von der impliziten Funktion, der Bedingungen angibt,
unter denen wir die Losung y der Gleichung f(x,y) = 0 lokal als eine Funktion von x
auffassen konnen. In physikalischen Anwendungen sind = und y physikalische Grossen
und die Gleichung f(z,y) = 0 ein physikalisches Gesetz. Der Satz von der impliziten

3



4 KAPITEL 0. AUSBLICK AUF DIE VORLESUNG

Funktion besagt dann, dass wir die Grosse y als eine Funktion der Grosse z auffassen
konnen.

Ein weiteres Resultat ohne Entsprechung in Analysis 1 ist die Lagrange-Multiplikatorregel.
Mit Hilfe dieser Regel kénnen wir das Maximum einer reellwertigen Funktion auf ei-
nem kompakten Gebiet in R™ bestimmen. (Den Begriff der Kompaktheit werden wir
in Analysis 2 kennenlernen.)

Den Begriff der Ableitung einer Funktion einer Variable aus Analysis 1 verallgemeinern
wir in dieser Vorlesung zum Begriff einer partiellen Ableitung einer Funktion mehrerer
Variablen. Wir definieren namlich die partzelle Ableztung einer Funktion f : R* - R
nach der i-ten Variable z; als die Funktlon :R" — R gegeben durch

of d

axl( ) @y:xif("'7'Ti—17y7xi+17"')'

Das ist die gewohnliche Ableitung (wie in Analysis 1) der Funktion einer Variable, die
wir aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser z; festhalten. Wir nehmen diese
gewohnliche Ableitung an der vorgegebenen Stelle x;.

Beispiel: Sei j € {1,...,n}, f :R* = R, f(z) := z;. Wir haben

of ._{1, falls i = j,
&Bi(x)_éji " L 0, sonst.

Ein Ziel dieser Vorlesung ist es, den Satz von Gaufl iiber die Divergenz eines Vektor-
feldes zu behandeln. Die Divergenz eines Vektorfeldes f = K : R — R™ ist gegeben

durch
di
iv(K Z a%

Beispiel: K(z) := z, d.h., K;(z) = z;. Dann haben wir
oz;
di L =
iv( Z So. =

Sei jetzt 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet. Der Satz von Gauf$ besagt, dass

/diV(K) dr = K - vdo. (1)
Q o9

In dieser Vorlesung werden wir die Objekte, die in dieser Gleichheit vorkommen,
ausfithrlich behandeln. Um Thnen jetzt schon eine Idee zu geben, was sie bedeuten,
folgen ein paar kurze Erklarungen.

!Das Zeichen 0 ist ein geschwungenes d und wird “del” ausgesprochen, in Anlehnung an den
griechischen Buchstaben ¢ (delta).
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Abbildung 0.1: Die Objekte im Satz von GauB: ein Gebiet €2, Vektorfeld K und das

aussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf dem Rand 0f).

Kurze Erklirungen: Auf der linken Seite von steht das mehrdimensionale Inte-
gral der Funktion div(K) : R® — R iiber 2. Mehrdimensionale Integrale verallgemei-
nern eindimensionale Integrale. Wir werden sie in dieser Vorlesung definieren. Auf der
rechten Seite von tritt das dussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf. Das ist die
Funktion v : 9Q — R3, die jedem Punkt z € 9 den eindeutigen Vektor v(z) zuord-
net, der senkrecht auf dem Rand 02 steht und nach aussen weist. Siehe Abbildung
Auf der rechten Seite von steht das Oberflichenintegral der Funktion f := K - v,
die auf dem Rand 02 des Gebietes {2 definiert ist. Im Fall n = 3 ist do intuitiv der
Flicheninhalt eines infinitesimalen Stiicks der Fliche 2, und das Integral [, a0 | do ist
durch die unendliche Summe ), f(x)do gegeben. Das ist analog zur intuitiven In-
terpretation des Integrals einer Funktion, die auf einem Interval definiert ist. (do ist
analog zur Léinge eines infinitesimalen Teilintervalls.) In dieser Vorlesung werden wir
den Begriff des Oberflichenintegral prézise definieren.

Das Integral auf der rechten Seite von (1) heisst der Fluss von K durch 0f2. Anschaulich
entspricht dieser Fluss der Menge eines Stoffes, die pro Zeitspanne aus dem Gebiet €2
herausfliesst, wenn K = pv, wobei p(x) die Teilchenzahldichteﬂ des Stoffes an der Stelle
x und v(x) die Geschwindigkeit des Stoffes an der Stelle x ist. Der Satz von Gauf} stellt
also eine Verbindung zwischen dem Stoffmengenfluss durch die Oberfliche des Gebietes
und dem Integral der Divergenz von pv iiber das Gebiet her.

Der Satz von Gaufl wird in Anwendungen verwendet, um eine Verbindung zwischen
der differentiellen und der integralen Form gewisser physikalischer Gesetze herzustel-
len. Zum Beispiel wird er in der Stromungslehre gebraucht, um die Erhaltung der

’Diese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.
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Teilchenzahl aus der Kontinuitdtsgleichung

% + div(pv) =0

herzuleiten. Erhaltung der Teilchenzahl ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, und die Kontinuitétsgleichung ist die differentielle Form davon. ( Differentiell
bedeutet, dass es mittels partieller Ableitungen formuliert ist.) Stromungslehre wird in
den Vorlesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach)
und Fluiddynamik II (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

Als ein anderes Beispiel sagt das Gaufische Gesetz der Elektrostatik, dass der Fluss
des elektrischen Feldes E iiber den Rand eines Gebietes €2 proportional zur Ladung @)

im Gebiet ist, genauer, dass
/ E-vdo= Q,
o0 €o

wobei g9 ~ 8.9 - 10~ %kg 'm3sec*A? die elektrische Feldkonstante ist. Dieses Gesetz
kann mittels des Satzes von Gaufl aus der Mazwellgleichung

: p
div(E) = —
iv(E) -
hergeleitet werden. Das Gauflsche Gesetz ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, die obige Maxwellgleichung ist die differentielle Form davon. Elektrostatik
wird in der Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen behandelt (ITET: 4. Se-
mester, RW: Wahlfach, 6. Semester).

Ein weiteres Ziel der Vorlesung Analysis 2 ist es, den Satz von Stokes iiber die Rotation
eines Vektorfeldes zu behandeln. Dieser Satz wird zum Beispiel in der Elektrodynamik
gebraucht, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier Maxwellgleichungen
herzuleiten. Siehe die Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.

Die hier erwdhnten Maxwellgleichungen und die Kontinuitdtsgleichung sind partielle
Differentialgleichungen. Grob gesagt, ist eine partielle Differentialgleichung (PDG) eine
Gleichung fiir eine gesuchte Funktion, in der die Funktion und ihre partiellen Ablei-
tungen (auch hoherer Ordnung) auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche
physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt die gesuchte Funktion die Rolle ei-
ner physikalischen oder chemischen Grosse, die vom Ort und manchmal von der Zeit
abhéngt.

Ein weiteres Beispiel fiir eine PDG ist die Wellengleichung, die unter anderem die Aus-
breitung von Schallwellen und elektromagnetischen Wellen beschreibt. PDG werden
in der Vorlesung Analysis 3 behandelt, die ich néchstes Semester halten werde. Diese
Vorlesung baut auf der Vorlesung Analysis 2 auf.



Wenn Sie jetzt nicht alles aus dieser Ubersicht iiber Analysis 2 und 3 ver-
standen haben, ist das nicht schlimm. Wir werden die angerissenen Themen in dieser
Vorlesung und in Analysis 3 ausfiihrlich behandeln.






Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen,

Anwendung auf die Mechanik und
die Elektrotechnik

Das erste Thema der Vorlesung Analysis 2 sind gewthnliche Differentialgleichungen
(GDG). Im Skript [Stra] wird dieses Thema im Abschnitt 5.6 behandelt. (Auf der
Vorlesungswebseite wird fiir jede Woche angegeben, wo der Stoff im Skript [Stral zu
finden ist.) Das Thema GDG wurde schon in Analysis 1 gestreift. Grob gesagt, ist
eine gewohnliche Differentialgleichung eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion einer
reellen Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Solche
Gleichungen beschreiben zahlreiche physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt
die gesuchte Funktion die Rolle einer physikalischen oder chemischen Grosse, die von
der Zeit abhéngt.

1.1 Definition einer gewdhnlichen
Differentialgleichung, Anfangswertproblem,
Beispiele, geddampfter Federschwinger,
elektrischer Schwingkreis

Sei n € Ng = {0,1,2,...} und I ein offenes Intervall. (I kann beschrankt oder unbe-
schriankt sein.) Wir bezeichnen die Variable in R mit ¢, verwenden die in der Physik
gebriuchliche Notation f = f fiir die Ableitung von f und schreiben f® fiir die k-te
Ableitung von f.
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Definition. Eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG) der Ordnung n fir eine
Funktion f : I — R st eine Gleichung der Form

et f@O), f(t),....f™(@) =0, Vtel, (1.1)

wobei v : I x R™™! — R eine feste Funktion ist, die nicht beziiglich der letzten Variable
konstant ist.

Analog definieren wir den Begriff einer GDG fiir eine Funktion f : I — C, indem wir
oben iiberall R durch C ersetzen[H

Beispiele 1.1. [gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung, radioaktiver Zerfall]
Wir betrachten den Fall n = 1.

(i) Sei g : R — R eine stetige Funktion und die Funktion ¢ : R®* — R gegeben durch

90(75,330, 96’1) =1 — g(t).
Gemass (|1.1) entspricht diese Funktion der GDG

p(t, (1), F(1) = f(t) —g(t) =0, Vt €R,
d. h. f(t) = g(t), Vt €R. (1.2)

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass fiir jede
Konstante ¢ € R die Funktion

u(t)—/otg(s)ds—i—c

die Gleichung (1.2) 16st und dass das die einzigen Losungen dieser Gleichung sind.
Das haben Sie in Analysis I gelernt.

(ii) Sei ag € R und die Funktion ¢ : R®> — R gegeben durch
go(t, xg,xl) = 21 + apXo.
Gemiiss (1.1) entspricht diese Funktion der GDG

ot f(1), f(1)) = f(t) + aof(t) = 0, VL €R,
d. h. f=—agf. (1.3)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel radioaktiven Zerfall. Dabei spielen ¢, f, ag die
folgenden Rollen:

1Das Intervall I bleibt dabei unverindert.
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t 1= Zeit
f(t) := Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur Zeit ¢ noch nicht
zerfallen sind

ag := Zerfallskonstante
Die allgemeine Losung der GDG (1.3) ist gegeben durch

f(t) = Ce_a0t7

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Dass diese Funktion die Gleichung
16st, folgt durch Nachrechnen. (Rechnen Sie das nach!) Dass sie die einzige Losung
der Gleichung ist, haben Sie in Analysis 1 bewiesen. (Siehe [Straj Beispiel 5.2.1 1),
S. 85], worin [Stral Korollar 5.2.1] (f = 0 = f = const) verwendet wird.) A

Bemerkung. [Anfangsbedingung] Sei fy € R. Die Konstante ¢ im Beispiel {1.1{[ii) wird
eindeutig durch die Anfangsbedingung

f(O) = fo

festgelegt. Es gilt ndmlich ¢ = fy, d. h.f(t) := foe *" ist die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems

Beispiel. [keine GDG]| Die Gleichung
ft)=ft—1

ist keine GDGﬂ da sich das Argument ¢ — 1 der Funktion auf der rechten Seite vom
Argument t der Funktion auf der linken Seite unterscheidet. Die Gleichung ist eine
retardierte Differentialgleichung (english: delayed differential equation). A

Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel aus der Mechanik. Fiir eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieses Beispiels siehe |[Papl5, 4.1 Mechanische Schwingungen, S. 417].

Beispiel 1.2. [gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung, freier geddmpfter Feder-
schwinger] Wir betrachten den Fall n = 2. Seien ag, a; € R und die Funktion ¢ : R — R
gegeben durch

o(t, o, 21, 2) 1= Ta + a121 + apo.

2Mit diesem Zeichen wird das Ende eines Beispiels oder einer Bemerkung angedeutet.
3im Sinne dieser Vorlesung
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«

Abbildung 1.1: Federschwinger in einer zéhen Fliissigkeit

Geméss (1.1) entspricht diese Funktion der GDG

p(t, F(8), f(£), F(£)) = F(t) + ar f(t) + aof(t) = 0, Vt € R. (1.4)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel die Bewegung eines freie Federschwingers (=Fe-
derpendel), der in einer zdhen Fliissigkeit liegt und daher durch viskose Reibung
gedampft wird. Damit meinen wir das mechanische System, das aus einem kugelférmigen
Korper besteht, der iiber eine horizontale Feder an einer ruhenden Wand befestigt ist
und in einer zdhen Fliissigkeit liegt. Siehe Abbildung Wir leiten die GDG

mittels Gesetzen der Mechanik und der Strémungslehre her. Wir schreiben:
t:= Zeit
x(t) := Auslenkung des Korpers aus der Ruhelage zur Zeit t (= gesuchte Grosse)
o := Riickstellkraft der Feder
r := durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Reibungskraft
:= gesamte auf den Korper einwirkende Kraft
k = Federkonstante
¢ := Dampfungskonstante
m := Masse des Korpers
Es gelten die folgenden Gesetze der Mechanik und der Stréomungslehre:

e Hookesches Gesetz:

0= —kx

e Stokessches Reibungsgesetz:
R — —Ccx

4Frei bedeutet, dass es keine #ussere Anregungskraft gibt.
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o zweites Newtonsches Gesetz:

Diese Gesetze werden in den Vorlesungen Technische Mechanik (ITET, 1. Semester),
Physik I (RW, 1. Semester) und Fluiddynamik I (RW), 4. Semester, Grundlagenfach)
behandelt. Durch Kombinieren dieser Gesetze erhalten wir

mi == +r = —kx — ct,
L, c.k
also &+ —1+ —x=0. (1.5)
m- - m
Wir erhalten also die GDG (1.4) mit ap = £ und a; = <.

Wir betrachten jetzt den Fall eines idealen (d. h.ungeddmpften) Federschwingers. Das
bedeutet, dass ¢ = 0. Wir definieren

[k
wo 1= +/ag = p

Fiir alle a,b € R 16st die Funktion
x(t) := acos(wpt) + bsin(wot)
in diesem Fall die GDG (1.4). (Uberpriifen Sie das!) A

Bemerkung. In diesem Abschnitt werden wir eine Formel fiir die allgemeine Losung

der GDG (|1.4) im allgemeinen Fall kennenlernen. (Siehe Proposition in Abschnitt

13)

Wir betrachten nun ein Beispiel aus der Elektrotechnik. Fiir eine ausfiihrlichere Be-
schreibung dieses Beispiels siehe [Papl5, 4.2 Elektrische Schwingungen, S. 445].

Beispiel 1.3. [elektrischer Schwingkreis, freie und erzwungene geddmpfte Schwingung]
In diesem Beispiel betrachten wir die elektrische Reihenschaltung, die aus einem Wi-
derstand, einem Kondensator und einer Spule besteht, die hintereinandergeschaltet
sind. Wir betrachten zwei Typen realer (geddmpfter) Reihenschwingkreise:

(a) Freier Schwingkreis. Das ist die Schaltung, die wir aus der Reihenschaltung erhal-
ten, indem wir ihre Enden miteinander verbinden. (Dadurch entsteht ein Kreis.)
Siehe Abbildung[1.2]

(b) Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle. Das ist die Schaltung, die durch die
Reihenschaltung entsteht, indem wir ihre Enden mit einer Wechselspannungsquelle
verbinden. Siehe Abbildung
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Abbildung 1.2: Freier Schwingkreis. Abbildung  1.3: Schwingkre_is mit
Wechselspannungsquelle.  Die  an-
gelegte  Spannung erzwingt eine
Schwingung.
Probleme:

(i) (Freie Schwingung:) Beschreibe die Schwingungen der Stromstirke im freien

Schwingkreis

(ii) (Erzwungene Schwingung:) Beschreibe die durch die angelegte Spannung er-

zeugte zeitabhéngige Stromstédrke I des Stroms, der durch die Schaltung (]E[)
fliesst!

Bemerkungen:

e Diejenigen von Thnen, die ITET studieren, haben elektrische Schaltungen im letz-

ten Semester in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen I kennengelernt und
studieren sie jetzt noch griindlicher in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen
IL.

Das 1. Kirchhoffsche Gesetz (Knotenregel) besagt, dass in einem Knotenpunkt
eines elektrischen Netzwerkes die Summe der zufliessenden Strome gleich der
Summe der abfliessenden Strome ist. (Siehe Netzwerke und Schaltungen I1.) Da
wir eine Reihenschaltung betrachten, ist die Stromstérke daher an jedem Punkt
der Schaltung gleich. Es ist daher sinnvoll, von der Stromstérke des durch die
Schaltung fliessenden Stromes zu besprechen.

Der freie Schwingkreis @ entspricht dem Spezialfall des Schwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, in dem die angelegte Spannung konstant gleich null ist. Um
die Schwingungen des freien Schwingkreises zu beschreiben, reicht es daher, den
Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle zu beschreiben.
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e Zu Problem : Mit der erzeugten Stromstérke meinen wir die nach einer Ein-
schwingphase erzeugte Stromstiarke. Wir betrachten die angelegte Spannung als
ein Eingangssignal und die erzeugte Stromstérke als ein Ausgangssignal. Unser
Ziel ist es also, das Ausgangssignal in Abhéngigkeit vom Eingangssignal zu be-
rechnen.

Wir werden Problem fiir eine angelegte Spannung 16sen, die eine Kosinus-
funktion der Zeit ist. (Siehe Beispiel S. ) Wie wir sehen werden, erzwingt
die Spannung in diesem Fall eine kosinusformige Schwingung der Stromstérke
mit der gleichen Frequenz.

Wir betrachten jetzt den Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle @ Wir werden
das Problem mittels der zwei folgenden Schritte 16sen:

1. Mittels Gesetzen der Elektrotechnik leiten wir eine gewdhnliche Differentialglei-
chung fiir die Ladung ) des Kondensators her.

2. Wir l6sen die GDG und erhalten (). Die gesuchte Stromstérke ist die Zeitablei-
tung von Q.

Schritt [} Wir schreiben:

e () := Ladung des Kondensators
e [ := Stromstérke
e U := angelegte elektrische Spannung

e U, := Spannungsabfall an x = C| R, L, also Us := Spannungsabfall am Konden-
sator C etc.

e ( := Kapazitit des Kondensators
e R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement)
e [ := Induktivitdt der Spule

Es gelten die folgenden Gesetze der Elektrotechnik (siehe Netzwerke und Schaltungen
I und II):

e Aus der Ladungserhaltung folgt, dass die Stromstérke die Zeitableitung der La-
dung des Kondensators ist, also

I=0Q. (1.6)
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o Kondensatorformel:

Q =CUc (1.7)

Das folgt aus dem Gaufischen Gesetz der Elektrostatik. (Siehe Elektromagnetische
Felder und Wellen.)

e ohmsches Gesetz:
Ur = RI (1.8)

e Spulengleichung: '
U,=1LI (1.9)

Dieses Gesetz folgt aus dem Induktionsgesetz von Faraday und dem Ampereschen
Gesetz. (Siehe Elektromagnetische Felder und Wellen.)

e 2. Kirchhoffsche Gesetz = Maschenregel: Alle Teilspannungen einer Masche in
einem elektrischen Netzwerk addieren sich zu null. Daraus folgt, dass

Up+Up+Uq =U. (1.10)

Indem wir (1.10J1.7]1.6{1.8]1.9) kombinieren, erhalten wir

. .1
. R 1 U
also Q+ZQ+EQ:E. (1.11)

Wir erhalten also die GDG (1.4) fiir die Ladung f = @ mit ay = & und a; = %.
Somit haben wir Schritt |1 ausgefithrt (Aufstellen einer GDG fiir Q). Schritt [2[ (Losen
der GDG) werden wir im Fall U = 0 in Propositionin Abschnitt ausfithren und
im Fall einer kosinusférmigen Spannung U in Abschnitt (siehe , S. . A

Bemerkung. [Federschwinger und elektrischer Schwingkreis] Durch Vergleich der in
den Beispielen und Verwendeten physikalischen Gesetze sehen wir, dass ein frei-
er Federschwinger und ein freier elektrischer Schwingkreis analog beschrieben werden
konnen. Die physikalischen Grossen der beiden Systeme entsprechen einander geméss
der folgenden Tabelle:

Auslenkung x () Ladung des Kondensators
Geschwindigkeit v I Stromstéarke

- Riickstellkraft —o Uc Spannung am Kondensator

- Reibungskraft —r Ug Spannung am Widerstand

gesamte Kraft Uy Spannung an der Spule

Federkonstante k % Kehrwert der Kapazitéit des Kondensators
Dampfungskonstante ¢ R Widerstand

Masse m L Induktivitét
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(Ordnen Sie die in den Beispielen und gebrauchten physikalischen Gesetze
einander zu!)

1.2 Linearitit und Homogenitit einer GDG,
Superpositionsprinzip, Losungsraum einer
homogenen linearen GDG, charakteristisches
Polynom einer GDG

Eine GDG heisst linear g. d. w. in ihr die gesuchte Funktion und alle ihre Ableitungen
nur zur ersten Potenz, also linear, auftreten (falls sie iiberhaupt auftreten). Die fol-
gende Definition macht das prézise. Wir fixieren eine Funktion ¢ und betrachten die

entsprechende GDG (1.1).

Definition (Linearitdt und Homogenitat einer GDG). Wir nennen die GDG fir eine
reellwertige Funktion linear ¢. d. w. es eine Funktion g : I — R gibt, sodass fiir
jedes t € I die Funktion (x,...,z,) — @(t,@0,...,2y) + g(t) (reell-)linear ist. Wir
definieren Linearitdt fir eine GDG einer komplexwertigen Funktion analog.

Wir nehmen jetzt an, dass die GDG linear ist. Falls g wie oben konstant gleich 0
gewdhlt werden kann, dann heisst die GDG homogen, sonst inhomogen. Die Funktion
g heisst die Inhomogenitét (oder Quellterm) der GDG.

Bemerkungen. e Definition aus der Vorlesung Lineare Algebra (ITET: 1. Seme-
ster, RW: 3. Semester): Eine Abbildung 7" : V' — W zwischen zwei reellen (kom-
plexen) Vektorraumen heisst linear g. d. w. fiir alle v,v" € V und a € R (a € C)
gilt

T(av) = aT(v),  T(v+v)=T(v) +T().

e Die Funktion g wie oben ist eindeutig bestimmt (falls sie existiert).

In dieser Vorlesung befassen wir uns vor allem mit linearen GDG. Diese sind im All-
gemeinen einfacher zu behandeln als nichtlineare GDG.

Beispiele. [(nicht-)lineare GDG, Homogenitét]

e Die GDG aus den Beispielen [1.1] [I.2] und [1.3]sind alle linear. Die Gleichungen
(1.30i1.4) (Belsplele 1.1 1. und[1.2) sind homogen. Die Gleichungen (1.2[1.11)
Belsplele und |1.3[ )sind inhomogen.
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e Die GDG '
tf(t)+t2f(t) =0, VteR

ist linear.

e Die GDG erster Ordnung .
f=r
ist nichtlinear, da auf der rechten Seite die gesuchte Funktion f quadratisch
vorkommt.

A

Bemerkung 1.4. [Linearitit] Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Die GDG (1.1)) ist linear.
(b) Es gibt Funktionen a;,g: I — R (i =0,...,n), sodass die GDG gegeben ist durch

n

> ait)fO(t) =g(t), VteR (1.12)

1=0

(¢) Es gibt eine Funktion g : I — R, sodass die Abbildung f — ¢(-, f,. .., fM) +g
linear ist[]

Die Implikation “@ — ” folgt aus linearer Algebra. “ = ” folgt durch direk-
tes Nachrechnen aus der Tatsache, dass Ableiten eine lineare Operation ist. (Uberlegen
Sie sich die Details!) A

Aus dieser Bemerkung folgt das Superpositionsprinzip. Um dieses zu formulieren, er-
innern wir uns an das Folgende aus der linearen Algebra: Eine (endliche reelle) Line-
arkombination der Funktionen fi,..., f; ist eine Funktion der Form ciuy + ... + couy,
wobei ¢y, ..., c, reelle Zahlen sind.

Bemerkungen 1.5. [Superpositionsprinzip]

(i) Eine Version des Superpositionsprinzips besagt das Folgendeﬁ Sei ¢ € N und fiir
k=1,...,0¢seien gy : I — R eine Funktion, f; : I — R eine Losung der GDG
12) mit g = g, und ¢ € R. Dann 16st die Funktion f := Zi:l ek fr die GDG

1.12) mit g = Zi:l crg,- Das Superpositionsprinzip folgt aus Bemerkung .
(s fr-ns f(")) bezeichnet die Funktion ¢ — (¢, f(2),.. ., f(")(t)).
6In der Physik wird der Term Superpositionsprinzip fiir die verwandte Eigenschaft verwendet,

dass die Wirkung einer Linearkombination von Anregungen eines Systems die entsprechende Linear-
kombination der Wirkungen der Anregungen ist.

—
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(ii) Insbesondere 16st jede Linearkombination von Losungen der homogenen GDG
> ait)fOt) =0 (1.13)
diese GDG ebenfalls.

Es gilt auch ein analoges Superpositionsprinzip fiir eine GDG fiir eine komplexwertige
Funktion.

Der folgende Satz beschreibt die Losungsmenge der homogenen GDG (1.13). Der Be-
weis der ersten zwei Teilaussagen beruht auf Bemerkung (1.5

Satz 1.6 (Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip). ()
Die Menge
Z:={feC"R;C)| f lost (1.13)}
st ein komplexer Vektorraum.

(ii) Die Menge

Zg = {f € C"(R;R) | f lost (1.13)}

ist ein reeller Vektorraum.

Wir nehmen nun an, dass die Funktionen aq,...,a, stetig sind und dass a,, nir-
gends verschwindet.

(111) Die (komplexe) Dimension von Z ist gegeben durch

dim Z = n.
(iv) Falls ag, ..., a, reellwertig sind, dann ist die (reelle) Dimension von Zg ist gegeben
durch
dim Zr = n.

Beweis des Satzes folgt aus den folgenden Tatsachen:

e C"(R;C) ist ein komplexer Vektorraum.
e f=0ecC"(R;C)

e Superpositionsprinzip, siche Bemerkung[L.5]
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folgt analog.

Aussagen (iii|iv) folgen aus [Tesl2, Theorem 3.13, p. 87]. (Im Fall konstanter Koeffi-
zientenfunktionen ay, . . . , a, stimmen diese Aussagen mit [Stral Korollar 5.6.1, S. 108]
iiberein.) O

Bemerkung. [Dimension des reellen Losungsraums]Geméss Satz |1.6({iii) ist die Di-
mension des Losungsraums der homogenen GDG gleich dem Grad der GDG (1.13).

Beispiele. [Superpositionsprinzip|

e Der Losungsraum der homogenen linearen GDG
f-f=0

1st

Z ={F.|ceC}, F.(t) := ce'

e Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

f=r (1.14)
Diese Gleichung ist linear, da wir sie umschreiben koénnen als
1-f+(=1)-f=0

und sie dann die Form (1.12) hat. (Die Koeffizienten 1 und —1 sind (konstante)
Funktionen von ¢.) Die Funktionen

fi(t) = ¢, fo(t) :i=e?

16sen die GDG (|1.14). Geméss Bemerkung (Superpositionsprinzip) 16st daher
fiir alle reellen Zahlen aq, as die Funktion

f=aifi +axfs, f(t) = are’ + agze™,

ebenfalls die GDG (1.14)). Das folgt auch aus einer direkten Rechnung.

A

Bemerkung. [Superpositionsprinzip| Fiir eine nichtlineare GDG gilt das Superposi-
tionsprinzip im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel dafiir ist die GDG

f=r (1.15)



1.2. LINEARITAT UND HOMOGENITAT EINER GDG, LOSUNGSRAUM,
CHARAKTERISTISCHES POLYNOM EINER GDG 21

Die Funktion 1

ft) =~

16st die Gleichung (1.15). (Rechnen Sie das nach!) Wenn a eine reelle Zahl ist, dann
16st af die GDG (1.15) nur in den Féllen a = 0 und a = 1. Es gilt nimlich

(af)* = a’f?
=a’f  (da f die GDG 16st)
= a(af)"

Die rechte Seite ist genau dann gleich (af)’, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das bedeutet,
dass af die GDG (1.15)) nur in diesen zwei Fillen 16st. Daher gilt das Superpositions-
prinzip fiir die GDG (1.15) nicht. A

Seien jetzt n € Ng und ay, ...,a,_1 € C. Wir betrachten die homogene lineare GDG
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

n—1
FO 3 D = ) 4, fD 4 agf =0, (1.16)
=0

Um eine Losung dieser GDG zu finden, machen wir den Ansatz
f(t) = fr(t) == eM, A eC. (1.17)

Indem wir das in (1.16) einsetzen, erhalten wir

n—1
(A” - Zaw) eM =0, Vt € R. (1.18)
=0

Definition (charakteristisches Polynom). Wir definieren das charakteristische Poly-
nom der GDG (1.16) als die Funktion

n—1
p) =N+ a N =N au g N ag,
=0

Wenn f die GDG (1.16) 16st, dann gilt wegen (1.18) mit ¢ = 0 also insbesondere
0 =p(A)e™ =p(N).

Umgekehrt 16st fiir jede Nullstelle A von p die Funktion f) (gegeben durch (1.17)) die

GDG (1.16).
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Beispiel 1.7. [charakteristisches Polynom, Losungen der GDG| Das charakteristische
Polynom der GDG

f-f=0
ist gegeben durch
p(A) = A% — 1.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind Ay = 1 und Ay = —1. Also l6sen die Funktionen

fi(t) = €', foa(t) = e
die GDG (1.16).

Die Funktionen f) bilden eine Basis des Vektorraums der Losungen der GDG, falls p
nur einfache Nullstellen besitzt. Das folgt aus dem néchsten Satz, der die Losungsmenge

der GDG (1.16)) beschreibt.

Seien ag,...,a,_1 € C, £ € Ng, A\1,..., N\, € C die Nullstelle des zugehorigen charak-
teristischen Polynoms p, und fiir i = 1,..., ¢ sei m; die Vielfachheit von \;.

Bemerkung. Wir kénnen p also als das folgende Produkt schreiben:

J4
p) =T = 2™ = (A= )™ - (A =A™

i=1
Satz 1.8 (Basis fiir den Losungsraum). Die Funktionen
fin(t) := thert, 1<i<l,0<k<m

bilden eine Basis des komplexen Vektorraums

Z:={feC"RC)|f lost (L16)}.

Bemerkungen. o Geméss Satzist Z tatsédchlich ein Vektorraum. Die Aussage
des Satzes [1.8]ist daher sinnvoll.

e Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
Satz sagt also das folgende:
— Die Funktionen f; liegen in Z, d. h., sie losen (1.16)).
— Die Funktionen f;; sind linear unabhéngig.

— Jede Losung der GDG (1.16) kann als eine Linearkombination der Funktio-
nen f;. geschrieben werden kann.

"Wir nehmen an, dass \; # A, falls i # j.
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Somit beschreibt der Satz die Losungsmenge der GDG vollsténdig.

Beweis des Satzes Seien 1 < i </ und 0 < k < m,;. Wir zeigen, dass fi;, € Z.
Wir schreiben

d n—1
D= s D := Do---0D (k Operatoren D), p(D) = D" + Zaka.
k=0

Behauptung. FEs gilt
p(D) fix = 0.

Beweis der Behauptung: [Stra, Beweis von Satz 5.6.3 i), S. 110]. Der Beweis beruht
auf der Tatsache, dass p(D) = [[,(D — A;id)™. O

Geméss dieser Behauptung lost die Funktion fj, also die GDG (1.16)), d. h., fix € Z,
wie behauptet.

Lineare Unabhéngigkeit der fi: [Stral Beweis von Satz 5.6.3 ii), S. 111].

Die Funktionen f;; erzeugen Z: Das folgt aus der Tatsache, dass die fj; linear un-
abhéngig sind, und ihre Anzahl gleich der Dimension von Z ist. (Gemiss [Stral, Korollar
5.6.1, S. 108] ist diese Dimension gleich n.)

Das beweist den Satz O

Bemerkung. [Basis des Losungsraums| Falls das charakteristische Polynoms p nur
einfache Nullstellen besitzt, dann bilden die Funktionen

Pty =eM,  1<i<t
eine Basis des Losungsraums Z. Das folgt unmittelbar aus Satz und der Tatsache
Ixi = fio-
Beispiele. e Wir betrachten die GDG
f-f=o0
Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(\) = A\* — 1. Gemiss Beispiel

sind die Nullstellen dieses Polynoms gegeben durch \; = 1 und Ay = —1.
Gemiiss Satz [L.8] bilden die Funktionen

filt) =€, fa)=e"
daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

f(t) = cre’ + coe?, mit ¢, co € C.
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e Wir betrachten die GDG

f-2f+f=0.

Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(\) = A\? — 2)\ + 1. Die einzige
Nullstelle dieses Polynoms ist \; = 1. Thre Vielfachheit ist m; = 2. Geméss Satz
[L.8] bilden die Funktionen

fro(t) =e',  fia(t) = te'

daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

f(t) = Cloet + clltet, mit C10,C11 € C

1.3 Homogene GDG zweiter Ordnung, freier
geddmpfter harmonischer Oszillator

Wir betrachten jetzt die GDG (1.16) im Fall n = 2 mit ag,a; € [0,00), also die
homogene GDG ) _
f+af+af=0. (1.19)

Diese GDG beschreibt einen freien (geddmpften) harmonischen Oszillator. Beispiele
dafiir sind der freie Federschwinger (Beispiel und der freie elektrische Schwingkreis
(Beispiel ) Der Term f driickt die Beschleunigung der Grisse f aus. Der Term
aof bewirkt eine Riickstellung des Systems in die Ruhelage. Der Term a4 f bewirkt
eine Dampfung des Systems, also eine Abnahme der Amplitude der Schwingung.

Bemerkung. Ein Oszillator ist ein schwingungsfahiges System. Harmonisch bedeutet
in diesem Kontext, dass fiir jedes t der Riickstellterm ag f(¢) linear von f(¢) abhéngt.

Wir definieren Figenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems als

wp 1= y/ag € [0,00). (1.20)

Das ist die Kreisfrequenz (= Winkelgeschwindigkeit) des ungeddmpften Systems, wel-
ches durch die GDG

f + (Zof =0
beschrieben wird. Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel[1.2] Wir definieren den
Ddampfungskoeffizienten
ay

0= —.
2

Mit diesen Notationen wird die GDG (1.19) zur Gleichung

f4+20f+wif =0. (1.21)
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VA\/\/\ t

Abbildung 1.4: Die Losung (1.22) fiir a = 1, b = 0 der GDG (1.21)) im unterkritisch
geddampften Fall § < wy.

Das niichste Resultat folgt aus Satz Wir definieren

pi= /6% — wi.
Falls 0 < wy, dann definieren wir die Kreisfrequenz der gedimpften Schwingung als

wg = \/wg — 2.

Proposition 1.9 (allgemeine Losung der homogenen GDG zweiter Ordnung, freie
geddampfte Schwingung). Die allgemeine reellwertige Lisung f der GDG (1.21)) ist
gegeben durch:

(a) Fall § < wqy (unterkritische Dampfung):

f(t) = e " (acos(wat) + bsin(wat)), a,beR (1.22)

(b) Fall § = wq (kritische Dampfung, aperiodischer Grenzfall):

ft) = (1 + cgt)e_5t, c1,02 €R

(c) Fall § > wy (tberkritische Dimpfung, Kriechfall):
f(t) = T cpel=0mmt c1,09 €R (1.23)

Bemerkungen. e Wir betrachten den Fall unterkritischer Dampfung, also § < wy.
(Siehe Abbildung ) Die allgemeine Losung f der GDG ist dann das
Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion mit Abklingkonstante (= Ab-
fallkonstante) § und einer sinusférmigen Funktion. Das rechtfertigt den Namen
Dampfungskoeffizient fiir 6. Das System fiihrt eine abklingende Schwingung mit
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t
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Abbildung 1.5: Die Losung der GDG (1.21) im iiberkritisch geddmpften Fall
d > wp fiir verschiedene Wahlen von ¢; und ¢y. Fiir die rote Losung ist ©(0) < 0, fur
die blaue Losung ist ©(0) = 0 und fiir die griine Losung ist ©(0) > 0. Die rote Losung
geht einmal durch 0 hindurch, die anderen Losungen bleiben positiv.

der Kreisfrequenz wy aus, die kleiner als die Kreisfrequenz wg der ungedampften
Schwingung ist. Die Bewegung des Systems ist also geddmpft pem’odz’sc

Wir betrachten jetzt den Fall iberkritischer Dampfung, also § > wy. (Siehe Abbil-
dung ) Dann ist f eine Linearkombination zweier Exponentialfunktionen mit
Abklingkonstanten § — ¢ > 0 und § 4+ ¢ > 0. Das System fiihrt keine Schwingung
aus. Die Funktion f geht maximal einmal durch Null hindurchﬂ Sie “kriecht”
fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. Dieser Fall wird darum
Kriechfall genannt. Die Bewegung des Systems ist also nicht (geddmpft) peri-
odisch. Die zu starke Dampfung verhindert Schwingungen.

e Wir betrachten den Fall kritischer Dampfung, 6 = wy. Das System fiihrt keine

Schwingung aus. Die Funktion f geht maximal einmal durch Null hindurChE Sie
“kriecht” fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. § = wy ist der
kleinste Wert von ¢, fiir den die Bewegung des Systems nicht gedampft periodisch
ist. Dieser Fall heisst darum aperiodischer Grenzfall.

Beweis der Proposition Das charakteristische Polynom der GDG (1.21) ist
gegeben durch

p(A) = N + 26\ + wp.

8Damit meinen wir, dass die Bewegung durch das Produkt einer abklingenden Exponentialfunktion

und einer periodischen Funktion beschrieben wird.

9Wir nehmen hier an, dass ¢; und ¢ nicht beide gleich 0 sind.
10Wir nehmen hier an, dass ¢; und ¢y nicht beide gleich 0 sind.
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Gemiiss der Mitternachtsforme sind seine Nullstellen gegeben durch

Ap=—644/0?—wl=—0+peC.

In den Fillen § > wp und 6 = wy folgt die Aussage von Proposition daher aus Satz
Wir betrachten den Fall § < wy. Wir haben

)\i = —5j:z'\/w§ — 62 = —(H:iwd.
Gemiiss Satz [1.8]16st die Funktion
fa(t) i= Mt = e 0tpHiwal — e“st(cos(wdt) + i sin(wqt))

daher die GDG (1.21)). Daher 16st die Funktion (1.22)) die GDG.

Um zu zeigen, dass dies die allgemeine reellwertige Losung ist, sei nun f eine solche
Losung. Geméss Satz erzeugen fi den Losungsraum Z. Daher existieren Zahlen
c+ € C, sodass

f=cf-+cifs

Da f reellwertig ist, haben wir f = f, daher

Cie—zwdt + c+6zwdt — C_,elwdt + ae—zwdt’

daher c_ = ¢y und darum
f(t) = e (acos(wat) + bsin(wat)), wobei a := 2Re(cy ), b:= —2Im(cy ).

Das beweist Proposition 0J

Bemerkung. [freier Federschwinger, freier elektrischer Schwingkreis| Proposition
liefert die allgemeine Losung der GDG (1.5). Somit beschreibt sie die Bewegung eines
freien Federschwingers. (Siehe Beispiel [1.2[und Ubungsserie 1 (Federschwinger).) Des
Weiteren liefert Proposition die allgemeine Losung der GDG mit U = 0.
Somit beschreibt sie die Zeitentwicklung eines freien elektrischen Schwingkreises. (Siehe

Beispiel [1.3fla)).) Somit haben wir Problem (i) (S.|14) geldst.

"UDamit meinen wir die Losungsformel fiir eine quadratische Gleichung.
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1.4 Inhomogene lineare GDG, Anwendung:
elektrischer Schwingkreis mit
Wechselspannungsquelle, erzwungene
Schwingung

In diesem Abschnitt behandeln wir die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen
GDG und beschreiben wir damit den elektrischen Schwingkreis mit kosinusférmiger
Wechselspannungsquelle.

Wir betrachten die inhomogene lineare GDG (1.12), also
> a®f@ =glt),  VteR (1.24)
k=0

Die allgemeine Losung dieser GDG ist die Summe einer festen partikuléren Losung der
GDG und einer beliebigen Losung der entsprechenden homogenen GDG

n

D ) fP() =0,  VteR (1.25)

k=0

Bemerkungen 1.10. [allgemeine Losung der inhomogenen GDG]

(i) Fir jede Losung f, € C™(R;C) von gilt:
{f € C"(R;C) | f lost } = {fp+fh | frn € C*(R;C) : f, lost }

Die Inklusion “2” folgt aus dem Superpositionsprinzip, Bemerkung H (Uberpriifen
Sie, dass auch “C” gilt!)

(ii) Das p in der Notation f, steht fiir partikuldr. Die Funktion f, ist eine partikuldre,
d. h., spezielle Losung der GDG (1.24)).

(iii) Es gilt auch die zu analoge Aussage, die wir dadurch erhalten, dass wir C
durch R ersetzen.

Bemerkung 1.11. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG]Seien n € Ny, ag, . . ., an, ¢, €
C so, dass ZZ:O apa® = a,a” + ...+ ara + ag # 0. Dann 16st die Funktion
at
F=F,:R—C, Ft)= e

- 1.26
> ko WO ( )

die GDG

> ayFW(t) = a, FM(t) + ...+ aF(t) + agF(t) = ce™,  VteR (1.27)
k=0
Das folgt durch mehrfaches Ableiten der Funktion F,, und Einsetzen in die GDG.
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Beispiel. [allgemeine Losung einer inhomogenen GDG| Wir betrachten die inhomo-
gene GDG

)+ ft) = e*. (1.28)
Gemdéss Bemerkung 16st die Funktion

e3t €3t

t) = ——— = —
J(®) 1-3241-30 10

die GDG ((1.28). Gemiss Proposition ist die allgemeine reellwertige Losung der
homogenen GDG f + f = 0 gegeben durch
fn(t) = acos(t) + bsin(t), a,beR.

(Diese GDG ist unterkritisch gedampft, d. h., Fall trifft zu.) Geméss Bemerkung

1.10((iii) ist die Losungsmenge von ([1.28)) daher gegeben durch

3t

{f € C*(R;R) | f lost } = {t > i_O + acos(t) + bsin(t) |a,b € R} .

Wir betrachten jetzt die inhomogene (1.27) im Fall n = 2, a; = 1,a9,a1 > 0 und ¢
gegeben durch ein Vielfaches einer Kosinusfunktion.

Bemerkung 1.12. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG der Ordnung 2, mit
kosinusférmiger Inhomogenitit] Seien jetzt ag, a1, c,w € [0,00), sodass ay # w? oder
aiw # 0. Wir betrachten die GDG

F@) + a1 f(t) + aof(t) = ccos(wt). (1.29)
Wir schreiben in Polarform
re’ = ag — w? +iaw, r € (0,00), ¥ € [0, 7). (1.30)

Wir haben

r = \/(ao — w?)?2 + a2w?. (1.31)

Wir definieren die Funktion
fr:R—=R, fp(t) == Scos(wt — ). (1.32)
Wir zeigen, dass diese Funktion die GDG (1.29) erfiillt. Wir definieren F), wie in (1.26)

mit as = 1 und a = iw, also

iwt

ce
F,(t) =
p(t) —w? +iaw + ag
Ceiwt
=— (wegen (1.30)) (1.33)
= Ceitot=y), (1.34)
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Wir haben

fp(t) =  Re (ei(“t_w)) (wegen der Eulerschen Formel e = cosx + isin )
r
“Re(Fy(t)  (wegen (I33)). (1.35)

Gemiiss Bemerkung l6st F' = F, die GDG (1.27), also

F(t) 4+ a1 F(t) + agF(t) = ce™*.

Wegen (1.35) 16st f = f, daher die GDG

F(t) + arf(t) + aof(t) = Re (ce™') = ccos(wt),

also (1.29), wie behauptet. A

Bemerkung. [komplexe Zahlen| In Bemerkung haben wir erfolgreich komplexe
Zahlen und die Eulersche Formel verwendet, um eine reellwertige Losung einer GDG
mit reellen Koeffizienten zu bestimmen. Komplexe Zahlen kénnen also auch in “reellen”
Situationen niitzlich sein.

Wir verwenden jetzt die allgemeine Losung der inhomogenen GDG, um den elektrischen
Schwingkreis mit kosinusformiger Wechselspannungsquelle zu beschreiben. Wir fithren

jetzt also Schritt (Beispiel aus:

Beispiel 1.13. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG fiir die
Ladung] Wir betrachten einen gedampften elektrischen Reihenschwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, wie in Beispiel unter (]Eb Wir nehmen an, dass die vorgegebene
Spannung U eine Kosinusfunktion der Zeit ist, also

U(t) = Uy cos(wt), wobei Uy, w € [0, 00). (1.36)

Die GDG (l.11))wird dann zur Gleichung

(Q + %Q + é@) (t) = % cos(wt), Vi € R. (1.37)

Die GDG ([1.37)) stimmt dann mit (1.29) iiberein, wobei

1 R U
a0 = &7, a; = — ci= =2 (1.38)
Wir definieren r,1) durch (1.30),
Qp = fp
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wie in (1.32), die Phasenverschiebung als
T
oi=y—3 (1.39)

und den Scheinwiderstand als

1 2
7 =27, := \/R2 + <—m + Lw) (1.40)

Wir berechnen

I, ::Qp
—— sin(wt — ) (wegen (1.32)
r

=Uy d cos(wt — )

1 2 R
2 T2
L\/(OL “’) T

(wegen (|1.31)1.3801.39) und —sinx = cos <$ + g))

:% cos(wt — ) (wegen (1.40)). (1.41)

Gemiiss Bemerkung 16st die Funktion @, die GDG (1.29), also die GDG (1.37).
Die allgemeine Losung der GDG ist gegeben durch

Q = Qn+ Qp,

wobei @y, die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung ist. (Warum?)
Geméiss (1.6) ist die Stromstérke I gegeben durch

I=Q=Qn+Q,=1,+1,  wobeil :=Q.

Wir nehmen jetzt an, dass R > 0. Dann klingt [;, exponentiell ab. Daher ist I asympto-
tisch fiir nach unendlich gehende Zeit durch I, gegeben. (In der Praxis bedeutet das,
dass I nach einer Einschwingphase ndherungsweise durch I, gegeben ist.) Die angelegte
Wechselspannung U (t) = Uy cos(wt) erzeugt im Schwingkreis mit Wechselspannungs-
quelle geméss also (asymptotisch) die Stromstérke

I(t) = L(t) = Q,(t) = % cos(wt — ©). (1.42)

Somit haben wir Problem (S. gelost. A

Bemerkungen. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG]
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=

wo
Abbildung 1.6: Amplitude A, der Stromstéirke in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz
w fiir verschiedene Werte von R.

o Gemass ist die erzeugte Stromstérke im Schwingkreis mit Wechsel-
spannungsquelle gegeben durch die um den Winkel ¢ phasenverschobene Span-
nung U geteilt durch den Scheinwiderstand Z. Die Stromstérke fithrt also eine
kosinusférmige Schwingung mit derselben Frequenz wie die angelegte Spannung
aus, aber die Phasen unterscheiden sich. Bis auf eine Phasenverschiebung verhélt
sich ein solcher Schwingkreis also wie die Schaltung, die aus einem Widerstand
besteht, der an eine Batterie geschaltet wird, wobei Z die Rolle des Widerstands
spielt.

o Wir definieren die EFigenkreisfrequenz des ungedimpften Systems wie in ((1.20)) als

1
(JJ()I:\/&_O:E.

Das ist die Kreisfrequenz des idealen (= ungedampften) freien Schwingkreises, der
durch Beispiel mit R = 0 gegeben ist. (Das entspricht einem Schwingkreis,
der nur aus einem Kondensator und einer Spule besteht, ohne einen Widerstand.)
Im Fall R # 0 und w = wy ist ¢ geméss gleich 0. Die Spannung und
die Stromstérke sind dann also in Phase.

e Die Amplitude der Stromstdirke ist durch

_ U

A,
/i

gegeben. Siehe Abbildung[I.6] Die Amplitude ist genau dann maximal, wenn der
Scheinwiderstand Z,, minimal ist. Das ist genau fiir

W =Wy =

1
vCL
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der Fall. (In diesem Fall ist die Klammer in (1.40) gleich null.) In diesem Fall ist
das System in Resonanz mit der Anregung.

e Aus der Formel folgt: Je mehr sich w, die Anregungsfrequenz, von wy,
der Eigenfrequenz des Schwingkreises, entfernt, desto kleiner wird die Amplitude
A,. Fir w — oo und w — 0 konvergiert A, gegen 0. Das Eingangssignal (die
zeitabhéngige Spannung U) wird also abhéngig von der Kreisfrequenz w in ein
starkes oder schwaches Ausgangssignal (die zeitabhéngige Stromstérke I) umge-
wandelt. Der Schwingkreis wirkt darum ndherungsweise wie ein Filter, der nur
Frequenzen in der Néhe von wy durchlésst. Diese Eigenschaft wird in Anwendun-
gen genutzt.

e Aus der Formel folgt: Je grosser der Widerstand R, desto kleiner ist die
Amplitude. Der Widerstand hat also eine dampfende Wirkung auf den Schwing-
kreis. Fiir R — oo konvergiert die Amplitude gegen 0. Im Fall w = wy kon-
vergiert sie fiir R — 0 gegen oo. Tatséchlich wéchst im Fall w = wy und
R = 0 die Amplitude der Stromstérke linear mit der Zeit an. (In diesem Fall
ist Qp(t) := %tsin(wot) eine partikulire Losung der GDG (1.37).) Sie wiichst
dann also ins Unermessliche. Es tritt daher die sogenannte Resonanzkatastrophe

C111.

A

1.5 Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen,
Anfangswertprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme gewdohnlicher Differentialgleichungen. Fin
solches System besteht aus mehreren Differentialgleichungen fiir mehrere Funktionen.
Solche Systeme beschreiben die Wechselwirkung verschiedener physikalischer Grossen.
Ein Beispiel dafiir ist der elektrische Schwingkreis. Wir haben diesen mit Hilfe mehre-
rer Differentialgleichungen fiir verschiedene elektrische Grossen beschrieben. (Daraus
haben wir dann eine einzelne GDG fiir die Ladung ) hergeleitet.) Jede GDG kann als
ein System von GDG erster Ordnung umgeschrieben werden.

In Anwendungen beschreiben gewohnliche Differentialgleichungen alleine ein physika-
lisches System meistens noch nicht vollstdndig. Das System wird jedoch oft vollstéandig
beschrieben, wenn wir zusétzlich zur Differentialgleichung noch Anfangsbedingungen
hinzunehmen. Diese Bedingungen werden oft durch den experimentellen Aufbau vor-
gegeben. Dadurch erhalten wir ein Anfangswertproblem. Fiir ein lineares System von
GDG erster Ordnung existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Im
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Fall konstanter Koeffizienten kann diese Losung mittels Matrixexponentiation ausge-
driickt werden.

Seien m,n € Ny und I ein offenes Intervall.

Definition. Ein System von m gewdchnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir n Funktionen von I nach R ist eine Gleichung fir eine differenzierbare Funktion
F: I — R" der Form

Ot F(t),F(t) =0, Vtel,

wobei ® : I x R x R — R™ ecine feste Funktion der Variablen t, XY ist, die nicht
beztiglich Y konstant ist. Wir nennen ein solches System linear g. d. w. es eine Funktion
G : 1 — R™ gibt, sodass fiir jedes t € I die Funktion (X,Y) — ®(¢t,X,Y)+G(t) linear
15t.

Analog definieren wir den Begriff eines Systems von GDG erster Ordnung fir n Funk-
tionen von I nach C und Linearitit eines solchen Systems.

Wir nehmen jetzt an, dass das System linear ist. Falls G wie oben konstant gleich 0
gewdhlt werden kann, dann heisst das System homogen, sonst inhomogen. Die Funk-
tion G heisst die Inhomogenitét (oder Quellterm) der GDG.

Bemerkung. Die Funktion G wie oben ist eindeutig bestimmt (falls sie existiert).

Beispiel. [mehrstufiger radioaktiver Zerfall] Wir betrachten eine radioaktive Substanz
S1, die iiber die Zwischenstufen Sy, ..., S,_1 in eine stabile Substanz S, zerfallt. Wir
schreiben:

fi(t) := Anzahl Atome der Substanz S; zum Zeitpunkt t
a; := Zerfallskonstante der Substanz S;

Der mehrstufige Zerfall wird durch folgende GDG beschrieben:

fr=—af
f2 = arf! — asf*
(1.43)
= o —apa f1

f'n _ an—lfnil

12Im Zusammenhang mit Systemen von GDG verwenden wir einen oberen Index fiir die i-te ge-
suchte Funktion. Das stimmt mit der Konvention der Physik iiberein, einen oberen Index fiir die
Komponenten eines Vektors zu verwenden. Wenn die Gefahr besteht, den oberen Index mit einer
Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index verwenden.
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Wir definieren
—aq 0 0
f ! ap - . :
.= : :R—R", A= 0 . )
f" —Anp-1 0
0 0 an—1 0

O(t,X,Y) =Y — AX.

Die GDG (1.43) entspricht dem System gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung gegeben durch

(¢, F(t), F(t)) =0, Vt,
d.h. F=AF (1.44)

Dieses System von GDG ist homogen linear.

Beispiel. [System von GDG] Wir betrachten den elektrischen Schwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, siehe Beispiel Wie wir gesehen haben, wird der Schwingkreis
durch die Gleichungen (1.6{1.7}f1.8{1.941.10) fiir die elektrischen Gréssen @, I, Uq, Ug, Uy,
beschrieben. Diese Gleichungen formen ein inhomogenes lineares System von GDG. Die
Inhomogenitét enthélt die angelegte Spannung U'.

Bemerkung. In diesem Beispiel enthalten 3 Gleichungen keine Ableitungen. Das ist
geméss unserer Definition eines Systems von GDG erlaubt. Gewisse Autoren/innen
von Biichern schliessen solche Systeme jedoch aus.

Wir betrachten jetzt eine Funktion ¢ : I x R"™! — R und die entsprechende GDG der
Ordnung n,

et f@O), ft),....f™(@) =0, Vtel (1.45)

Wir konnen diese GDG als ein System von GDG erster Ordnung umgeschreiben:

Bemerkungen 1.14. [Umschreiben einer GDG als ein System erster Ordnung]

(i) Wir schreiben einen Punkt X € R als X = (X°,..., X""') und definieren die

Funktion
Yo — X1
Yl - X2
®: ] xR"xR"— R", O(t, X,Y) = :
Ynf2 . anl

o(t, X, Y"1
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Sei F' = (FO, . ,F"‘l) : I — R" eine Funktion und f := F°. F ist differenzierbar
und 16st das System von GDG

(¢, F(t),F(t) =0, Vtel

genau dann, wenn die Funktion f n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten
fB=FF Ek=1...,n-1,
erfiillt und die GDG 16st.
(ii) Wir nennen eine GDG explizit, wenn sie die Form

F = fy o fO7D), Vvt (1.46)

hat. Wir betrachten jetzt eine solche GDG. Wir schreiben
R™*™ .= {m x n-Matrix mit Eintrdgen in R}.

Wir nehmen an, dass die GDG (1.46) linear ist. Dann gibt es Funktionen g, ag, . . ., ap1
I — R, sodass

n—1
et 2. 2" = =) ap(t)at + g(), Vt.
k=0
Wir definieren die Funktionen
oyt 0
A= . . 0 . [ — R™™, G = O 1 — R
0 0 1
Cay s g

(1.47)
Eine Funktion F = (F°,...,F" ') : I — R" ist differenzierbar und 1ést das
System von GDG '
F=AF+G

genau dann, wenn die Funktion f := F° n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten
fO=FF k=1,...,n-1,

erfiillt und die explizite lineare GDG

n—1
== "at) P +gt), Vel
k=0

16st. Wir haben somit eine explizite lineare GDG als ein explizites lineares System
von GDG erster Ordnung umgeschrieben.
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(iii) Es gelten auch zu den obigen Bemerkungen analoge Bemerkungen fiir GDG fiir
komplexwertige Funktionen.

Beispiel 1.15. [Umschreiben| Wir kénnen die explizite lineare GDG

oot
umschreiben als das System von GDG fiir die Funktion
f ) 2
F = ( : ] :R—R
f

gegeben durch

: ) 0 1
F=AF, wobei A = (_1 0).

Sei I ein Intervall, to € I, ® : [ x R® x R — R™ eine Funktion und Fy € R™. Das
zugehorige Anfangswertproblem ist gegeben durch
O(t, F(t),F(t) =0, Vtel,
F(ty) = Fo.

Wir betrachten jetzt den Fall m = n.

Satz 1.16 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung eines linearen Systems
von GDG). Seien A : [ — R™™ und G : I — R" stetige Funktionen. Das Anfangs-
wertproblem

F=AtF+Gt), vtel, (1.48)
F(ty) = Fy. (1.49)

besitzt eine eindeutige Losung F € C*(I;R™).

Beweis: [Tes12] Theorem 3.9, p. 81]. Fiir den Fall, dass A konstant ist, siehe auch
[Stral Satz 5.6.1, S. 104]. O

Bemerkung. Die in diesem Satz beschriebene Losung ist global definiert, d. h.auf dem
ganzen Intervall I.

Mit Hilfe der oben beschriebenen Reduktion einer GDG auf ein System von GDG
erster Ordnung impliziert dieser Satz, dass jede lineare GDG eine eindeutige globale
Losung hat:
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Korollar 1.17 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung einer linearen GDG).
Seien g,aq, . ..,a,_1 : I — R stetige Funktionen und f2,..., f3~' € R. Das Anfangs-
wertproblem

FO N a0 fP =gt),  Vtel, (1.50)

)= fk vke{o,...,n—1}, (1.51)
besitzt eine eindeutige Losung f € C™(R;R).

Bemerkung. Es gilt auch ein analoges Resultat fiir GDG fiir komplexwertige Funk-
tionen.

Beweis des Korollars m Existenz: Wir definieren A und G wie in (1.47) und

3
Fy = :
n—1
0

Gemiiss Satz gibt es eine Losung F' = (F°,...,F" ') € C'(I;R") des Anfangs-
wertproblems (1.48]1.49) . Geméss Bemerkung|1.14(ii) ist die Funktion f := F° n-mal
differenzierbar, 16st die GDG (1.50|) und erfiillt

fB=FF Ek=1....n-1.
Mit Hilfe der Anfangsbedingung (1.49) folgt daraus, dass
fBto)=fe,  Vke{0,...,n—1},

d. h., f erfiillt die Anfangsbedingungen (1.51)). Da f die GDG (1.50) 16st und £, ..., f™=Y ag,...,an-1,9
stetig sind, ist f n-mal stetig differenzierbar. Das zeigt, dass ein f mit den gewiinschten

Eigenschaften existiert.

Dass dieses f eindeutig ist, folgt mittels eines dhnlichen Arguments aus der Eindeu-
tigkeitsaussage von Satz und Bemerkung [1.14{jii). Das beweist Korollar O

Beispiel 1.18. Das Anfangswertproblem
f+r=0,
fO) =1, f(0)=0
besitzt die eindeutige Losung
f =cos.

Dass diese Funktion das Anfangswertproblem 16st, folgt durch Nachrechnen. Dass es
die einzige Losung ist, folgt aus Korollar
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Bemerkungen. Um die Losung eines Anfangswertproblem fiir eine homogene linea-
re GDG mit konstanten Koeffizienten zu finden, kénnen wir die folgende Strategie
verwenden:

e Bestimme die allgemeine Losung der GDG mittels Satz Wir schreiben diese
Losung als eine Linearkombination der Basisfunktionen fj.

e Die Anfangsbedingungen liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizien-
ten der Linearkombination. Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit einer Methode
aus der Vorlesung Lineare Algebra (zum Beispiel mit Gauflelimination).

Im reellen Fall mit n = 2 konnen wir statt Satz die Proposition [I.9] verwenden.

Beispiel. Wir verwenden diese Strategie, um die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

f+rf=0,

fO) =1, f(0)=0 (1.52)
zu bestimmen. Geméss Proposition ist die allgemeine reellwertige Losung der GDG
f+ f =0 gegeben durch

f = acos+bsin, a,beR.

(Wir sind im unterkritischen Fall (a).) Durch Einsetzen in (1.52) erhalten wir das
folgende lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a, b:

1 = f(0) = acos(0) + bsin(0) = a,
0= f(0) = —asin(0) 4 bcos(0) = b.
Wir erhalten also
f=1-cos+0 -sin = cos.

(Vergleiche mit Beispiel |1.18])

Obwohl geméss Korollar das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG eine ein-
deutige Losung besitzt, gibt es fiir gewisse dieser Losungen keine explizite Formel,
selbst wenn die GDG homogen ist. Um das zu prézisieren, sagen wir, dass eine Funkti-
on einer (reellen) Verdnderlichen Liouville-Typ hat (oder eine explizite Formel zuldsst)
g. d. w. wir sie in endlich vielen Schritten aus konstanten Funktionen und der Exponen-
tialfunktion gewinnen koénnen, indem wir die arithmetischen Operationen +, —, X, +
anwenden, allgebraische Gleichungen loseﬂ und Stammfunktionen@ nehmen.

1Bwie zum Beispiel die Gleichung f(t)° + f(t) +t =0
14Fine Funktion F heisst Stammfunktion einer Funktion f genau dann, wenn die Ableitung von
F gleich f ist.
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Beispiele. [explizite Formel] Beispiele von Funktionen von Liouville-Typ sind Poly-
nome, trigonometrische Funktionen wie zum Beispiel

und die Funktionen
flx)=ver+z, flx):= / et
0

Beispiel. [Losung einer GDG ohne explizite Formel] Seien [, fo € R. Gemiss Korollar
besitzt das Anfangswertproblem

fO+tf@ey=0,  fO) =13,  fO)=1f;

eine eindeutige Losung. Fiir gewisse Wahlen von f{ und fj ist diese Lésung jedoch nicht
vom Liouville-Typ, d. h., es gibt keine explizite Formel dafiir. Das ist ein schwierig zu
beweisender mathematischer Satz.

Bemerkungen. [explizite Formel, numerische Methoden)]

e Im Gegensatz zum obigen Beispiel gibt es fiir die allgemeine Losung einer homo-
genen linearen GDG mit konstanten Koeffizienten eine explizite Formel. Geméss
Satz ist diese Losung ndmlich eine Linearkombination der Basisfunktionen

fin(t) == thelit,

e Wir kénnen die Losungen einer GDG mit Hilfe von numerischen Methoden belie-
big genau berechnen, selbst, wenn es keine explizite Formel dafiir gibt. Siehe das
Fach Numerische Methoden (ITET, 4. Semester). Das Fach Numerical Methods
for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach) behandelt numerische
Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen (siehe Analysis 3).

Bemerkung. Korollar|1.17|besagt, dass das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG
eine globale, d. h. fiir alle Zeiten definierte, Losung besitzt. Fiir nichtlineare GDG ist
das im Allgemeinen falsch. Zum Beispiel besitzt das Anfangswertproblem (AWP)

f=r, fo=1
keine globale Losung. Das folgt aus der Tatsache, dass die Funktion
1
fi(zo0, 1) =R, f(t) =1

dieses Anfangswertproblem 16st und dass je zwei Losungen auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche iibereinstimmen. (Das ist die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von
Picard-Lindel6f. Siehe [Stral Satz 6.5.1, S. 145].) Intuitiv besitzt das AWP keine globale

Losung, weil die Losung f(t) := ﬁ zur Zeit t = 1 explodiert, d. h., gegen oo geht.
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Falls die matrixwertige Funktion A konstant ist und G = 0, dann kénnen wir die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems (1.48|1.49) mittels Matrixexponentiation
ausdriicken. Um diese Exponentiation zu erkldren, brauchen wir das Folgende. Seien

AL, .oy Ay € C. Wir schreiben die Diagonalmatrix mit diagonalen Eintragen Aq,..., A,
als
N O - 0
. 0 :
diag ()\1,...,/\n) = _
: - 0
0 -+ 0 M\,
Im Fall A\; =--- = )\, ist das die Einheitsmatrix

1:=1,:=diag(1,...,1).

Bemerkung. In [Stra] wird diese Matrix mit “id” bezeichnet. Ich verwende dafiir 1,
um einen Konflikt mit der Notation “id” fiir die Identitatsabbildung zu vermeiden.

Seien M, M, € C™*" fiir £ € No. Wir sagen, dass die Folge (M;)sen, gegen M konver-
giert g. d. w. fiir alle i € {1,...,m und j € {1,...,n} die Folge ((Mﬁyj)EeNo gegen
M zj konvergiert. In diesem Fall schreiben wir

l—00

Definition (Matrixexponential). Fir jede Matriz X € C"*" definieren wir thr (Matrix-
Jexponential als die Matriz

X > Xk 4 Xk
k=0 k=0
Bemerkungen. e Wir verwenden hier die Konvention

X%:=1, VX eCmm

e Mit Hilfe von [Stra, Beispiel 3.7.2, S. 42] kann gezeigt werden, dass der Limes in
(1.53) existiert.

Beispiel 1.19. [Matrixexponential| Seien A, ..., A, € C. Fiir die Diagonalmatrix
X = diag ()\1, . ,)\n)
ist das Exponential gegeben durch
e® = Exp(X) = diag (e)‘l, o ,e)‘") )

(Rechnen Sie das nach!)
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Sei A € C*™,

Definition (Fundamentallosung). Wir definieren die Fundamentallosung des Systems
von GDG F = AF als die matrizwertige Funktion

d:R—C™™, () := Exp(At).

Proposition 1.20 (Fundamentallosung). (i) Die Funktion ® ist glatt, d. h. beliebig
oft differenzierbar.

(i1) Die Ableitung von ® ist gegeben durch
d(t) = AdD(t) = D(H)A,  VteR.

Bemerkung. Im Fall n = 1 kénnen wir die 1 x 1-Matrix A mit ihrem einzigen Eintrag
identifizieren. Die Fundamentallssung ®(t) = e ist dann die gewohnliche Exponenti-
alfunktion mit Wachstumskonstante A.

Die folgende Bemerkung werden wir im Beweis der Proposition verwenden.

Bemerkung 1.21. [Ableitung einer Potenzreihe] Geméss [Stral Satz 5.4.2, S. 93] ist
jede Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzgebiets differenzierbar mit Ableitung ge-
geben durch gliedweises Differenzieren. Der Konvergenzradius der abgeleiteten Po-
tenzreihe stimmt mit dem der urspriinglichen Potenzreihe iiberein. Das folgt aus dem
Beweis von [Stral Satz 5.4.2; S. 93]. Daraus folgt, dass die Potenzreihe im Innern ihres
Konvergenzgebiets glatt ist.

Beweis der Propositionm Beweis von : Seien i,7 = 1,...,n. Wir schreiben

(&)
Qp ‘= | = .

k=0 J
=> at (1.54)
k=0

ist eine Potenzreihe in t € R Da diese Potenzreihe fiir jedes ¢ € R konvergiert, ist
ihr Konvergenzbereich gleich R. Geméss Bemerkung ist die Potenzreihe daher auf
ganz R glatt. Das beweist .

Der Ausdruck

15Diese Potenzreihe nimmt komplexe Werte an.
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Beweis von ((ii): Geméss Bemerkung ist die Ableitung der Potenzreihe (1.54)
gegeben durch

Daraus folgt, dass

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

Das beweist und schliesst den Beweis der Proposition ab. O

Sei Fy € C". Wir definieren die Funktion
F=dF :R— C"

Korollar 1.22 (Fundamentallosung). Diese Funktion ist glatt und lost das Anfangs-

wertproblem .
F=AF, F(0) = Fp.

Beweis des Korollars Aus Proposition folgt, dass F' glatt ist. Es gilt

P = (R
= OF
= ADF, (gemiiss Proposition )
= AF.
Wir schreiben
0 -0
0:=
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fiir di Nullmatrix. Es gilt E O—OO OOOk—l O und d
tir die n x n-Nullmatrix. Es gi Xp()_ﬁJr;H_TJF und darum

Das beweist Korollar [1.22] [

Falls A diagonal ist, also die Form A = diag (/\1, e /\n) hat, dann ist die Fundamen-
tallosung des Systems von GDG F' = AF gemiiss Beispiel gegeben durch
®(t) = Exp(At) = diag (e’\lt, . ,e)‘”t) :

In der allgemeinen Situation ist die Fundamentallésung mittels der Formel ®(¢) =

Exp(At) =2, T mithsam zu berechnen. Falls A jedoch diagonalisierbar ist, dann
konnen wir die Rechnung stark vereinfachen, indem wir sie auf den diagonalen Fall
reduzieren. Siehe Korollar m Dieses Korollar folgt aus dem néchsten Resultat.

Proposition 1.23 (Exponential einer mit einer Matrix konjugierten Matrix). Seien
M, T € C™™ Matrizen, wobet T' invertierbar ist. Es gilt

Exp (TMT™") = T Exp(M)T~".

Bemerkung. TMT ! heisst die mit T konjugierte Matriz M. Proposition sagt,
dass das Exponential der mit 7' konjugierten Matrix M das mit T" konjugierte Expo-
nential der Matrix M ist.

Beweis der Proposition [1.23} Es gilt

(TMT Y =TMT'TMT™'-- - TMT™' = TM*T™, VEk € Ny, (1.55)
- TMT
Exp(TMT™') = Z
k=0
y4
TMT1)*
i S IMTT)®
l—o0 k"
k=0
Y4 Mk
= elggoT Z - T! (wegen (1.55))
k=0
¢ k
=T (Zlim ?> T (da Konjugieren mit 7" stetig ist)
—00 .

= T Exp(M)T* (geméss der Definition (1.53)).
Das beweist Propositionm 1.231 O
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Korollar 1.24 (Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix). Sei A eine dia-
gonalisierbare Matriz, d. h., es gibt eine invertierbare Matriz T € C™*™ und Ay, ..., A\, €
C, sodass

A=Tdiag (Ai,....,  \)T "
Dann ist die Fundamentallosung des Systems von GDG F = AF gegeben durch

®(t) = Exp(At) = Tdiag (eM*, ..., eM") T71

Bemerkung. Dieses Korollar liefert eine einfache Formel fiir die Fundamentallésung
im Falle einer diagonalisierbaren Matrix A.

Beweis des Korollars Es gilt

Exp(At) = Exp (T diag (Mt, ..., At) T71)
=TExp (Mt,...,A\t) T 71 (geméss Proposition |1.23)
= T diag (6)\1t, e e)‘"t) T (gemiss Beispiel [1.19).

Das beweist das Korollar O
Um die Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix A zu berechnen, brauchen
wir auch noch die folgende Proposition aus der linearen Algebra.

Proposition 1.25 (Eigenwerte und -vektoren). Seien T' € C"*" eine invertierbare
Matriz und My, ..., N\, € C. Wir schreiben T} fiir die j-te Spalte der Matriz T'. Die
Gleichheit

A=Tdiag(\,...,\,) T (1.56)
gilt genau dann, wenn fiir jedes j = 1,...,n die Spalte T; ein Eigenvektor von A zum

Figenwert \; ist.

Beweis von Proposition Wir zeigen die Implikation “<=". Wir nehmen an,
dass fiir jedes j = 1,...,n die Spalte 7} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; ist.
Dann gilt fiir jedes j, dass AT; = TjA; und darum dass

AT =T diag (A1, .., \n) -

Daraus folgt die Gleichheit ((1.56).

Die umgekehrte Implikation “==" folgt aus einem #hnlichen Argument. Das beweist

Proposition O

Im néchsten Beispiel berechnen wir die Eigenwerte und -vektoren einer Matrix. Diese
Berechnungen werden wir im Beispiel verwenden.
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Beispiel 1.26. [Erinnerung an Lineare Algebra: charakteristisches Polynom einer Ma-

trix, Eigenwert und -vektor| Das charakteristische Polynom der Matrix A := ( ? é )

ist gegeben durch
pa(A) = det(A\1 — A)

= det< ()\__12) ()\__12) >

=(A=2)(A=2)— (=1 (=1)
=2 — 4\ + 3.
Die Eigenwerte von A, d. h. die Nullstellen von p4, sind

44++/42—4-3
2 )

vy = ( 1 ), Vg 1= ( _11 ) (1.58)

sind Eigenvektoren zu A; und As.

A =3, =1 (1.57)

Die Vektoren

Bemerkung. [charakteristisches Polynom| In gewissen Biichern wird das charakte-
ristische Polynom von A durch pa(\) := det(A — A1) statt det(A\1 — A) definiert.
Dieses Polynom unterscheidet sich von der hier verwendeten Definition durch den Fak-
tor (—1)". Die beiden Polynome haben die gleichen Nullstellen. Darum kénnen wir
sie beide verwenden, um die Eigenwerte von A zu bestimmen. Der Vorteil der hier
verwendeten Definition ist, dass der Leitkoefﬁzien gleich 1 ist.

Beispiel 1.27. [Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix] Mit Hilfe von
Korollar und Proposition berechnen wir die Fundamentallésung fiir das li-
neare System von GDG F' = AF fiir die Matrix

= (1 2)

Wir definieren Ay, Ay wie in ((1.57) und vy, vy wie in (1.58). Die Matrix 7" := (vl vg) =

G _11> ist invertierbar. Aus Proposition|1.25 und Beispiel|1.26|folgt, dass die Gleich-

heit (1.56) gilt. Gemiss Korollar [1.24|gilt daher

-1
. ot (11N 11
O (t) = Exp(At) = T diag (eA b el t) T = (1 _1> diag (e‘“,et) <1 _1) :

16Das ist der Koeffizient zur héchsten Potenz der Variablen, die im Polynom auftritt. Fiir das
charakteristische Polynom ist diese Potenz gegeben durch A\".



Kapitel 2

Topologie, Stetigkeit

Dieses Kapitel entspricht [Stra] Kapitel 4]. Zum Teil repetieren wir hier Stoff aus Ana-
lysis 1. Ein zentraler Begriff dieses Kapitels ist die Stetigkeit einer Funktion mehrerer
Verénderlicher. Anschaulich ist eine Funktion stetig, wenn sich ihre Werte nur wenig
andern, wenn das Argument sich dndert. Stetigkeit ist eine Voraussetzung vieler Sétze.
Zum Beispiel ist jede stetige Funktion Riemann-integrierbar. (Siehe [Stral Satz 6.2.2].)

Wir werden Stetigkeit mit Hilfe von Topologie charakterisieren. Die Topologie ist ein
Teilgebiet der Mathematik, das sich mit offenen Mengen befasst. Eine Teilmenge von
R heisst offen, falls sie die Vereinigung von offenen Béllen (= offene Vollkugeln) ist.
(Im eindimensionalen Fall ist ein offener Ball dasselbe wie ein offenes Intervall.) Eine
auf einer offenen Menge definierte Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild
unter f jeder offenen Menge wieder offen ist.

2.1 Abschluss einer Menge, Grenzwert einer
Funktion, Stetigkeit, Kompaktheit

Der Grenzwert einer Funktion ist in Punkten im Abschluss des Definitionsgebiets der
Funktion definiert. Der Abschluss einer Menge besteht aus allen Limites von Folgen in
der Menge:

Definition 2.1 (Abschluss). Sei Q C R?. Der Abschluss von  ist die Meng
Q= clos() := {z € RY| I(zp)ren : Folge in Q: zj, — x (k — oo)}

Bemerkung 2.2. [Abschluss] Es gilt: Q D Q.

'Wir verwenden hier die Notation {# € X | P(z)} fiir die Menge aller  in X, die die Bedingung
P(z) erfiillen. Eine alternative Notation fiir diese Menge ist {z € X ; P(z)}.
?Die Notation clos steht fiir closure.

47
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Beispiel. [Abschluss|Fiir €2 :=]0, 1] haben wir |0, 1] = [0, 1]. Beweis: Geméss Bemer-
kungh gilt: ]0, 1] 2]0, 1]. Die Folge zy, := + (k € N) liegt in  und konvergiert gegen
0. Also gilt 0 € |0, 1] und daher ]0,1] 2 [0, 1].

Um die umgekehrte Inklusion “C” zu zeigen, sei x € [0,1]° = R\ [0, 1]. Dann gibt es
keine Folge (xy)ren in 2 =]0, 1], die gegen z konvergiert. (Uberpriifen Sie das!) Daher
gilt = ¢ ]0, 1]. Daraus folgt, dass ]0,1] C [0, 1]. (Warum?)

Um das néchste Beispiel zu formulieren, brauchen wir die folgende Definition. Fiir
jeden Vektor v € R? und i € {1,...,d} bezeichnen wir mit v; die i-te Komponente von
v und mit

die (euklidische) Norm von v. (Das ist die (euklidische) Lénge von v.)

Sei xp € R? und
r € [0,00] :=[0,00) U {o0}.

Definition 2.3 (offener und abgeschlossener Ball). Wir definieren den offenen Ball
(oder (Voll-)kugel) um zy mit Radius r als die Menge aller Punkte in R?, die (eukli-
dischen) Abstand zu xo kleiner als r haben, d. h. als die Menge

B, (20) := BY(zg) := {z € R |z — x| < r}. (2.1)

Wir definieren den abgeschlossenen Ball um xy mit Radius r als die Menge

B, (wo) := Bo(xg) := {w € RY|||lz — zo] < 7). (2.2)

Wir definieren den offenen Einheitsball (in RY) als B¢(0) und den abgeschlossenen
Einheitsball als B} (0).

Bemerkungen. [Fall » = 0 und r = oo]

e Es gilt

BQ(fﬂo) = (Z), Eo(l’o) = {i[)o}, Boo(xo) = Rd, BOO(.T()) = Rd.
Also ist R? sowohl ein offener als ein abgeschlossener Ball.

e Die Bedingungen ||z — || < co und ||z — x¢|| < oo sind sinnvoll, obwohl co keine
Zahl ist.
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e Es gibt kein # € R% sodass ||z — x| = 7 := oo, d. h., diese Moglichkeit in der
Definition von By (o) “wird nicht ausgenutzt”.

Beispiel 2.4. [Abschluss] Der Abschluss des offenen Balles ist der abgeschlossene
Ball, d. h.

—  —=d
Bi(xo) = B, ().
Beweis: [Stral Beispiel 4.1.2 iii), S. 52]

Seien 2 C R?, zy ein Punkt im Abschluss Q, f : 2 — R” und a € R™.

Definition 2.5 (Konvergenz und Grenzwert einer Funktion). Wir sagen, dass die
Funktion f an der Stelle x, gegen a konvergiert ¢. d. w. fiir jede Folge (xy)ren in
mit x, — xo (k — 00) gilt f(xg) = a (kK — 00).

In diesem Fall nennen wir a den Grenzwert von f an der Stelle xg und schreiben wir

lim f(x) :=a.

Bemerkungen 2.6. [Grenzwert]
(i) Der Grenzwert von f an der Stelle x, ist wohldefiniert, d. h., eindeutig (falls er
existiert).

(ii) Falls f an der Stelle xy konvergiert und xy € €2, dann gilt

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Beispiele 2.7. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion]

(i) Wir betrachten

et —1

Q:=R\ {0}, f:Q—=Rf(x):=
Diese Funktion konvergiert an der Stelle xg := 0 gegen 1, d. h.

et =1
lim =
x—0 x

1.

(Warum?)

3oder im Punkt xo oder schlichtweg in xg
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(ii) Wir betrachten

Q:=R\{0}, f:Q=R f(z) :—i.

Diese Funktion konvergiert an der Stelle zy := 0 nicht.
Seien @ C RY und f: Q — R™.

Definition 2.8 (Stetigkeit, stetige Ergénzbarkeit). (i) Sei xq € Q. f heisst an der
Stelle x Stetig g. d. w. f an der Stelle xy konvergiert.

(ii) f heisst stetig g. d. w. f an jeder Stelle seines Definitionsbereiches stetig ist.

(iii) Sei xo € Q\ Q. f heisst an der Stelle xy stetig erginzbar g. d. w. f an der Stelle
xo konvergiert.

Bemerkung. [Stetigkeit| Falls f an der Stelle zg € €2 stetig ist, dann gilt

lim f(z) = f(zo).

T—rT0

Siehe Bemerkung [2.6((ii).
Beispiele 2.9. [Stetigkeit, stetige Ergénzbarkeit]

(i) Jedes reelle Polynom p : R — R ist stetig. Das folgt aus [Stra, Satz 3.3.2 i), ii)]
(Konvergenz von Summen und Produkten von Folgen).

(ii) Jedes komplexe Polynom p : C — C ist stetig. Das folgt analog zum obigen
Beispiel.
(iii) Die Funktion

e’ —1
FRSR Fz) = — falls © # 0
1, falls . = 0

ist stetig. Dass die Funktion an jeder Stelle xzy # 0 stetig ist, folgt aus der
Stetigkeit der Exponentialfunktion (siehe [Stra| Beispiel 4.6.2 ii), S. 71]), der
Identitatsfunktion id : R — R, id(z) := =z, und [Stra, Satz 3.3.2 iii)] (Quotient
konvergenter Folgen). Dass sie an der Stelle xq = 0 stetig ist, folgt aus Beispiel

2.7((i).

4oder im Punkt yo oder schlichtweg in
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(iv) Fiir jede Teilmenge S von R definieren wir die charakteristische Funktion von S
als
0, fallsx e S
xs:R=R, Xs(x) = { 1, sonst.

Die Funktion
f = X{o} - R—R

ist an der Stelle xy = 0 unstetig.

(v) Die Funktion
et —1

X

fRA{0} =R, f(z):
ist an der Stelle xy := 0 stetig ergéinzbar, da sie dort gegen 1 konvergiert.

(vi) Die Funktion
R0} SR f)i=

X

ist an der Stelle zy := 0 nicht stetig ergénzbar, da sie dort nicht konvergiert.

(Vergleiche mit Beispiel [2.7(ii).)

Fiir weitere Beispiele siehe [Stra, Beispiel 4.1.3, S. 52]. Wie Sie in Analysis 1 gelernt
haben, ist die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen ebenfalls stetig. Das ist der
Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.10 (Verkniipfung stetiger Funktionen). Seien d,n,f € Ny, 2 C R¢, Q' C R"
und f : Q — Q und g : O — R stetige Funktionen. Dann ist die Verkniipfung
go f:Q — R stetig.

Beweis: [Stral Satz 4.2.1, S. 51].

Beispiel. Die Funktion
h:R—R, h(z) == e

ist stetig, da sie die Verkniipfung der stetigen Funktionen f(x) := 22 und g := exp ist.

Ein zentraler Begriff der Topologie ist Kompaktheit. Dieser Begriff ist zum Beispiel dar-
um wichtig, weil jede auf einer kompakten Menge definierte stetige Funktion ihr Maxi-
mum annimmt. Der Kompaktheitsbegriff beruht auf dem Begriff eines Haufungspunktes,
den Sie im eindimensionalen Fall in Analysis 1 kennengelernt haben und den wir jetzt
fiir allgemeine Dimensionen einfiihren. Sei (x;)ren eine Folge in RY und xy € RY.
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Definition 2.11 (Haufungspunkt). xy heisst Hiufungspunkt von (zg)ken ¢ d. w. ei-
ne unendliche Teilmenge A C N gibt, sodass die entsprechende Tez’lfolgeﬁ gegen xg
konvergiert.

Beispiel. Die Folge ((—1)k)k€N besitzt den Haufungspunkt zy := 1. Um das ein-
zusehen, wihlen wir A als die Menge der positiven geraden Zahlen. Die monotone
Abzahlung von A ist durch k, := 2n gegeben. Die A entsprechende Teilfolge von
(71)ken ist durch z,, = (—=1)?" =1 (n € N) gegeben. Diese Teilfolge konvergiert gegen
1. Also ist 2o = 1 tatséichlich ein Haufungspunkt der Folge ((—1)*), N

Auf analoge Weise kénnen wir zeigen, dass —1 ein Haufungspunkt dieser Folge ist.

Wir sind jetzt bereit fiir die Definition der Kompaktheit.

Definition 2.12 ((Folgen-)Kompaktheit). Eine Teilmenge K wvon R heisst (folgen-
Ykompakt g. d. w. jede Folge in K einen Hdaufungspunkt in K besitzt.

Beispiele. [(Nicht-)Kompaktheit]

e Jedes beschrinkte und abgeschlossene Intervall I [¥] ist kompakt. Beweis: Sei
(x)ken eine Folge in I = [a,b]. Da die Folge beschrénkt ist, besitzt sie geméss
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Analysis 1, [Stral Satz 3.4.1, S. 35]) eine Teil-
folge, die gegen einen Punkt xy € R konvergiert. xz( ist also ein Haufungspunkt
von (zg)ren. Die Teilfolge entspricht einer Abzéhlung N 5 n +— k, € A, wobei
A C N. Fiir jedes n € N gilt zx, > a. Daher gilt 2y = lim, .z, > a. Ein
analoges Argument zeigt, dass xg < b. Daher liegt z( in I = [a, b]. Daraus folgt,
dass I kompakt ist.

e Das halb-offene Intervall I :=]0,1] = (0, 1] ist nicht kompakt. Die Folge (%)keN
liegt ndmlich in 7, besitzt aber keinen Hautungspunkt in 7. (Warum?) Aus einem
dhnlichen Grund sind fiir alle a,b € R mit a < b die Intervalle |a,b] = (a,b],

[a,b[= [a,b) und la,b[= (a,b) ﬂnicht kompakt.

e Die Menge R ist nicht kompakt. Die Folge (k)ken liegt ndmlich in R, besitzt aber
keinen Héufungspunkt (in R). (Warum?)

°Diese Teilfolge ist gegeben durch (zx, Jnen, wobei N 3 n +— k,, € N eine monotone Abzihlung
von A ist. Siehe [Stral Definition 3.4.1, S. 34].

6Jedes solche Intervall hat die Form I = [a,b] mit a,b € R und a < b.

"a,b] = (a,b] ist die Menge aller reellen Zahlen z, sodass a < x < b.

8la, b= {z € R|la <z < b}

%%a,bl:={r eR|a <z < b}
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Fiir weitere (Nicht-)Beispiele siehe |Stral Beispiel 4.2.2. i)].

Wie erwéhnt, nimmt jede stetige auf einer kompakter Menge definierte Funktion ihr
Maximum an. Das folgt aus dem néchsten Satz. Der Satz enthélt den Begriff des Bildes
einer Menge unter einer Abbildung.

Definition (Bild). Seien X und Y Mengen, f : X — Y eine Abbildung und S eine
Teilmenge von X. Wir definieren f(S), das Bild von S unter f, als die Menge aller
Werte, die f auf S annimmt, also

f(S) = {f(z)|z e S}

Wir definieren das Bild von f als

Bemerkung. im steht fiir image.

Satz 2.13 (Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung). Das Bild
einer kompakten Menge K C R® unter einer stetigen Abbildung f : K — R™ ist
kompakt.

Beweis: [Stral Satz 4.2.3, S. 58].

Sei X eine Menge und f : X — R eine Funktion. Ein Punkt z, € X heisst Mazimal-
stelle von f g. d. w.
fl0) > fz), VreX.

Falls f eine Maximalstelle x, besitzt, dann definieren wir das Mazimum von f als

ma f = ma f(x) = f(z.).

In diesem Fall sagen wir auch, dass f ein Maximum besitzt.

Bemerkung. Das Maximum ist wohldefiniert, d. h., es hdngt nicht von der Maximal-
stelle ab.

Analog definieren wir den Begriff einer Minimalstelle und die Sprechweise ein Minimum
besitzen.

Bemerkungen. e Anstelle von “f besitzt ein Maximum” sagen wir auch “f nimmt
ihr Maximum an” (und zwar im Punkt x, wie oben). Bei dieser Sprechweise sind
wir uns allerdings bewusst, dass dieses Maximum nur existiert, wenn es ange-
nommen wird.
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e Wie Sie in Analysis 1 gelernt haben, ist das Supremum
sup A

einer Teilmenge A von R die kleinste obere Schranke von A. (Siehe [Stral Satz
2.3.1. 1), S. 17]. Das Supremum existiert immer. (Falls A leer ist, dann verwenden
wir die Konvention sup A = —oo. Falls A nach oben unbeschriankt ist, dann
verwenden wir die Konvention sup A = co.) Wir definieren das Supremum einer
Funktion f: X — R als das Supremum des Bildes von f, d. h.

sup f = sggf(x) :=sup f(X).

Die Funktion f besitzt genau dann ein Maximum, wenn sie ihr Supremum an-
nimmt, d. h., wenn es einen Punkt 2, € X gibt, sodass f(z;) = sup f. In diesem
Fall ist das Supremum von f gleich dem Maximum von f, sup f = max f.

e Analoge Bemerkungen gelten fiir das Infimum einer Teilmenge von R und einer
Funktion.

Korollar 2.14 (stetige Funktion auf kompakter Menge, Maximum, Minimum). Sei
K C R? kompakt und nicht leer. Jede stetige reellwertige Funktion f auf K besitzt ein
Mazimum und ein Minimum.

Um dieses Korollar zu beweisen, bendtigen wir das folgende Lemma. Wir nennen eine
Teilmenge A von R beschrinkt g. d. w. sie nach oben und unten beschrankt ist. Das
bedeutet, dass es eine Zahl C' € R gibt, sodass

la| <C,  Vae A

Lemma 2.15. Fir jede nicht leere kompakte Teilmenge @ von R gilt:

(i) Q ist beschrankt.
(i) sup @, inf Q € Q

Beweis: S.

Beweis des Korollars Da K nicht leer ist, ist im(f) = f(K) nicht leer. Geméss
Satz ist @ := im(f) kompakt. Geméss Lemma|2.15| gilt daher

supim(f) € im(f),
d. h., es gibt ein z, € K, sodass
supim(f) = f(z4).
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Da supim(f) eine obere Schranke fiir im(f) ist, gilt fiir jedes z € K, dass

f(z) <supim(f),  also  f(z) < f(z2).
Daher ist z, eine Maximalstelle von f. Die Funktion f besitzt also ein Maximum.

Ein analoges Argument zeigt, dass f ein Minimum besitzt. Das beweist Korollar
O

Beweis des Lemmas Aussage : Es geniigt, das Kontraponiert der Impli-
kation “kompakt = beschrinkt” zu beweisen. Das ist die Aussage “nicht beschrankt
—> nicht kompakt”. Wir nehmen an, dass ) nicht beschréinkt ist. Dann gibt es eine
Folge (ag)ren in @, sodass fiir jedes k € N gilt |ag| > k. (Warum?) Jede Teilfolge dieser
Folge ist unbeschrinkt und konvergiert daher nicht. (Das folgt aus [Stral Satz 3.5.1,
S. 37].) Es gibt also eine Folge in @, die keine in @) konvergente Teilfolge zulésst. Daher
ist () nicht kompakt. Das beweist “nicht beschriankt = nicht kompakt” und somit

Aussage .

Aussage : Aus (i) folgt, dass () nach oben beschrinkt ist. Daher ist das Supremum
von @ endlich. Es gibt daher eine Folge (ag)ren in @, die gegen sup @ konvergiert.
(Uberpriifen Sie das!) Da @ kompakt ist, gibt es eine Teilfolge von (ay)ren, die gegen
einen Punkt a in @ konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert auch gegen sup (). Da der
Limes einer Folge in R eindeutig ist, folgt daraus, dass a = sup Q). Also liegt sup @) in
(), wie behauptet.

Ein analoges Argument zeigt, dass inf () € (). Das beweist und schliesst den Beweis
des Lemmas ab.

2.2 Topologie, innerer Punkt, Inneres, Offen- und
Abgeschlossenheit einer Menge, Rand

Topologie befasst sich mit offenen und abgeschlossenen Mengen. Eine Teilmenge von
R? heisst offen g. d. w. sie die Vereinigung von offenen Billen (= offene Vollkugeln)
ist. Sie heisst abgeschlossen g. d. w. ihr Komplement offen ist. Eine auf einer offenen
Menge definierte Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild unter f jeder
offenen Menge wieder offen ist. Mit Hilfe von Topologie kénnen wir Stetigkeit einer
Funktion charakterisieren. Eine auf einer offenen Teilmenge von R? definierte Funkti-
on ist ndmlich genau dann stetig, falls das Urbild jeder offenen Teilmenge unter der
Funktion offen ist.

10Manchmal wird das Kontraponierte als die Kontraposition bezeichnet.
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In diesem Abschnitt werden wir auch Kompaktheit mit Hilfe des topologischen Begriffs
der Abgeschlossenheit charakterisieren. Eine Teilmenge von R? ist nimlich genau dann
kompakt, falls sie abgeschlossen und beschréankt ist.

Sei Q C RY. Wir bezeichnen mit B%(xy) den offenen Ball um zy mit Radius r. (Siehe

Definition [2.3])

Definition 2.16 (innerer Punkt, Inneres, Offenheit). (i) Ein Punkt x € 0 heisst
innerer Punkt von € g. d. w. es ein r € (0,00) gibt, sodass

Bl(z) C Q.

Wir definieren Int 2, das Innere von Q (oder den offenen Kern von ), als die
Menge aller ihrer inneren Punkte,

Int Q := Int(Q) := Q° := {innerer Punkt von Q}.

(ii) Q heisst offen (in RY) g. d. w. jeder Punkt von € ein innerer Punkt ist.
Bemerkungen. e “Int” steht fiir interior.

e Das Innere von (2 ist in €2 enthalten,
IntQ C Q.

Beispiele 2.17. [innerer Punkt, Inneres, Offenheit]

(i) Sei xp € R und R € [0, 0] = [0, 00) U {o0o}.
Behauptung: Jeder Punkt des offenen Balles 2 := B%(xg) ist ein innerer Punkt.
Das Innere des offenen Balles ist daher der offene Ball, und der offene Ball ist
offen. Das rechtfertigt den Namen “offener Ball”. Insbesondere ist R? = B4 (0)
offen.
Beweis der Behauptung: Sei z € Q = B%(xq). Wir setzen r := R — ||z — x|
Fiir jedes y € BY(z) gilt gemiiss der Dreiecksungleichun

1y = ol < lly = 2l[ + [l = zol| <7 + |z — 2o = R.

Daher liegt y in Q = Bf(xg). Also ist BY(x) in Q enthalten und daher z ein
innerer Punkt von 2, wie behauptet.

(ii) Jedes offene Intervall I ist offen, da es um jeden Punkt in I einen offenen Ball
gibt, der in I enthalten ist. (Warum?)

UDie Aussagen gelten auch im Fall R = oo.
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(iii) Das Innere des abgeschlossenen Balles ist der offene Ball, genauer
—d
Int (Bi(xo)) = By (o).

(Siche Ubungsserie 4 (Inneres).)

(iv) Seien a < b reelle Zahlen. Wir betrachten das halb-offene Intervall Q := [a, d].
Geméss ist jeder Punkt im offenen Intervall ]a, b[ ein innerer Punkt von |a, b
und daher ein innerer Punkt von 2 = [a, b[. Andererseits ist 2 := a kein innerer
Punkt von Q. (Warum?) Das halb-offene Intervall [a, b] ist daher nicht offen. Wir
haben gezeigt, dass das Innere des halb-offenen Intervalls Q@ = [a, b] das offene
Intervall ]a, b ist,

Int[a, b[=]a, b|.

(v) Jedes nicht leere beschrinkte abgeschlossene Intervall ist nicht offen, da keiner
der Randpunkte ein innerer Punkt ist. Insbesondere ist fiir jedes xy € R die
Einpunktmenge {z,} nicht offen.

Bemerkung. Eine Teilmenge von R ist offen g. d. w. sie die Vereinigung von offenen
Béﬂle ist. Die Implikation “offen <= Vereinigung ...” folgt aus Beispiel [2.17(i).
(Uberpriifen Sie das!)

Der folgende Satz fasst wichtige Eigenschaften von offenen Mengen zusammen.

Satz 2.18 (Eigenschaften offener Mengen). Es gilt:

(i) 0,R? sind offen in RY.
(i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
(i1i) Jede Vereinigung offener Menge ist offen.

Beweis: [Stral Satz 4.3.1, S. 59|

Beispiele. e Wir definieren den “offenen Halbmond” €2 als den Durchschnitt des
offenen Einheitsballes in R? und der offenen rechten Halbebene, also

Q := B;(0) N ((0,00) x R).

(Zeichnen Sie diese Menge!) Geméss Satz|2.18([ii) ist der “offene Halbmond” offen.

12Damit meinen wir die Vereinigungsmenge einer beliebigen Kollektion (= Menge) von offenen
Biillen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.

13Gjehe Fussnote
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o Gemdss Satz[2.18([iii) und Beispiel|2.17|/ii) sind die Mengen
. 1 3
]071[U]274[7 U]Zal—'—l[a U }Eaﬁ[

i€z i€No
offen. (Zeichnen Sie diese Mengen!)

Bemerkung. Die Aussage des Satzes ohne das Wort endlich ist falsch. D. h.,
der Durchschnitt unendlich vieler offener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht offen.
Zum Beispiel gilt

() B1(0) = {0}.

keN
Diese Menge ist geméss Beispiel nicht offen.

Als Néchstes behandeln wir den topologischen Begriff einer abgeschlossenen Menge.
Dieser Begriff ist zum Beispiel darum wichtig, da eine Teilmenge von R? genau dann

kompakt ist, falls sie abgeschlossen und beschrankt ist. (Siehe Satz auf S. )

Definition 2.19 (Abgeschlossenheit). Eine Teilmenge A C R? heisst abgeschlossen
(in RY) g. d. w. ihr Komplement A¢ = R4\ A offen ist.

Beispiele 2.20. [(Nicht-)Abgeschlossenheit]

(i) Jedes abgeschlossene Intervall ist abgeschlossen. Sei I zum Beispiel ein nicht leeres
beschréanktes abgeschlossenes Intervall, d. h., I = [a,b] mit a < b. Das Komple-
ment von [ ist I¢ =] — 0o, a[U]b, 0o[, also die Vereinigung zweier offener Inter-
valle. Gemaéss Satz ist diese Vereinigung offen. Also ist I abgeschlossen.
Fiir unbeschrinktes abgeschlossenes Intervall folgt Abgeschlossenheit aus einem
dhnlichen Argument.

(ii) Jeder abgeschlossene Balﬂ ist abgeschlossen. Das folgt aus der Dreiecksunglei-
chung fiir die euklidische Norm. Siehe Ubungsserie 4 (Abgeschlossener Ball ist
abgeschlossen).

(iii) Seien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall |a, b und die halb-offenen Intervalle
la, b] und ]a, b] sind nicht abgeschlossen. (Warum?)
Aus Satz folgt das néchste Korollar, das Analoges fiir abgeschlossene Mengen

aussagt.

Korollar 2.21 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen). Es gilt:

14Gjehe Definition
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(i) 0,R¢ sind abgeschlossen in RY.
(ii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(111) Jeder Durchschnitt abgeschlossener Menge 15t abgeschlossen.

Bemerkung. Aussage ohne das Wort endlich ist falsch. D. h., die Vereinigung
unendlich vieler abgeschlossener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.
Es ist sogar so, dass jede Teilmenge 2 C R? eine Vereinigung von abgeschlossenen

Teilmengen ist, da

€N

(Die Einpunktmenge {z} ist abgeschlossen.)

Bemerkungen. [Unterschied zwischen Teilmengen und Tiiren] Geméss Satz
und Korollar 2.21|. sind die leere Menge und der ganze Raum R? sowohl offen als

auch abgeschlossen. Andererseits gibt es Teilmengen von R? die weder offen noch

abgeschlossen sind, zum Beispiel halboffene Intervalle. (Siehe Beispiele [2.17((iv) und
320,

Teilmengen von R? sind also keine Tiiren. Ein Tiir ist némlich entweder offen oder
abgeschlossen. Eine Teilmenge dagegen kann offen, abgeschlossen, beides oder keines
von beiden sein.

Beweis von Korollar Fiir n = i, ii, iii folgt Aussage (n) aus Satz [2.18(n),
indem wir das Komplement betrachten und die de Morganschen Regeln anwenden.
Details des Beweises von : Siehe Ubungsserie 4.

Details des Beweises von : Seien k € Nund A, ..., A; C R? abgeschlossene Mengen.
Geméiss Definition sind dann die Mengen AS, ..., A}, offen. Gemaéss Satz [2.18[lii) ist
daher der Durchschnitt AN ---N A offen. Geméss einer de Morganschen Regel ™| gilt

(AjU---UAL) = A7N---N AL

Da diese Menge offen ist, ist A; U --- U Ay abgeschlossen. Das beweist . O

Der folgende Satz charakterisiert Abgeschlossenheit.

Satz 2.22 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Fiir jede Teilmenge Q C R? sind
dquivalent:

5 Damit meinen wir den Durchschnitt einer beliebigen nicht leeren Kollektion von abgeschlossenen
Mengen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.
16Gjehe Ubungsserie 4.
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(a) Q ist abgeschlossen.

(b) (Folgenabgeschlossenheit) Der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A liegt wie-
derum in A, d. h.

Vg € RdV(xk)keN Folge in Q : xp — x9 (kK — 00) =z € Q.

Beweis: [Stral, Satz 4.3.5, S. 62]
Beispiel. Das halb-offene Intervall 2 :=]0, 1] ist nicht abgeschlossen.

Beweis: Das Kontraponierte der Implikation @:H@ ist ﬂ@:> ﬂ@. Gemiiss Satz
gilt diese Aussage. Die Folge z, := ¢ (k € N) liegt in Q =]0, 1], aber ihr Grenzwert
o = limg_, o 2 = 0 liegt nicht in €. Daher ist die Bedingung @ nicht erfiillt. Da
ﬂ@:> ﬂ@, folgt, dass @ nicht erfiillt ist, also, dass € =]0, 1] nicht abgeschlossen
ist, wie behauptet.

Der folgende Satz beschreibt das Innere und den Abschluss einer Menge mittels offener
und abgeschlossener Mengen.

Satz 2.23 (Charakterisierung des Inneren und des Abschlusses). Fir jede Teilmenge
Q CR? gilt:

(i) Das Innere von ) ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von €Q,

mo=0"= ] U
UCQ:U offen

(ii) Der Abschluss von S ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von

Q
Q= N A
ADQ: ACR? abgeschlossen

Beweis von Satz folgt aus Definition (innerer Punkt, Offenheit).
: Stral Satz 4.3.3, S. 61] O

Bemerkungen. e Gemiiss Satz[2.23(i) ist das Innere einer Menge 2 eine Verei-
nigung offener Mengen. Geméss Satz ist das Innere von €2 daher offen.
Wegen Satz ist das Innere von €2 die grdsste offene Menge U, die in (2
enthalten ist.

1"Eine Obermenge von € ist eine Menge, die Q als Teilmenge enthilt.
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e Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Innern {ibereinstimmt.

e Gemaiss Satz ist der Abschluss einer Menge €2 ein Durchschnitt abge-
schlossener Mengen. Geméss Korollar ist der Abschluss von €2 daher
abgeschlossen. Wegen Satz ist der Abschluss von €2 die kleinste abge-
schlossene Menge A, die ) enthélt.

e Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

Im Integralsatz von Gauf}, den wir in dieser Vorlesung behandeln werden, kommt ein
Integral {iber den Rand eines Gebietes vor. Anschaulich ist der Rand die Begrenzung
des Gebietes. Die niichste Definition macht diesen Begriff prizise. Sei 2 C RY.

Definition 2.24 ((topologischer) Rand). Wir definieren 052, den (topologischen) Rand
von Q als das Komplement des Inneren von € im Abschluss von €2,

09 =0\ Int Q.

Bemerkungen. Das Zeichen 0 ist ein geschwungenes d. Es wird “del” ausgespro-
chen, in Anlehnung an den griechischen Buchstaben ¢ (delta). Es steht fiir den letzten
Buchstaben im Wort Rand.

Sei 2o € RY und r € (0,00). Wir definieren S?~!(x), die Sphére mit Mittelpunkt xq
und Radius r, als die Menge aller Punkte in R?, die Abstand r zu z, haben,

S (20) = {z € R |z — xol| = r}. (2.3)
Beispiel. [Rand| Der Rand des offenen Balles ist die Sphére, genauer
0B;(x0) = B, (v0) \ B(xo) = S}~ (o).
Das folgt aus Definition und den Beispielen und .

Der Rand des abgeschlossenen Balles ist ebenfalls die Sphére, genauer

OB, (o) = B (20) \ Bl(0) = 57 (o). (2.4)

Aus der Definition (Abschluss) oder Beispiel [2.20 El) folgt namlich, dass Ef(ajo)
sein eigener Abschluss ist. Mittels Beispiel [2.17[iii) folgt daraus (2.4).

Bemerkung. Der Rand einer Menge € ist abgeschlossen, da
N =0\IntQ =0n R\ Q)

und gemiéss Korollar [2.21[iii) die rechte Seite abgeschlossen ist.
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Der folgende Satz charakterisiert den Rand einer Menge.

Satz 2.25 (Charakterisierung des Randes). Der Rand einer Teilmenge Q C R? ist die
Menge aller Punkte x, fiir die jeder Ball um x sowohl 2 als auch das Komplement von
Q) schneidet, also

00 = {z eR?|Vr € (0,00) : B,(z)NQ#0D# B,(z)\ Q}.

Beweis: [Stral Satz 4.3.4, S. 62].

Der néchste Satz charakterisiert (Folgen-)Kompaktheit (Definition|2.12). Wir brauchen
dazu die folgende Definition.

Definition 2.26 (Beschrinktheit). Fine Teilmenge von R? heisst beschrinkt g. d. w. sie
in einem abgeschlossenen Ball enthalten ist, der nicht ganz R ist.

Satz 2.27 (kompakt <= abgeschlossen und beschriankt). Fir jede Teilmenge K C
R? sind dquivalent:
(a) K ist (folgen-)kompakt.

(b) K ist abgeschlossen und beschrankt.

Beweis: [Stral Satz 4.3.6, S. 63]
Beispiele. [(Nicht-)Kompaktheit]
e Sei 2o € R und r € (0,00). Der abgeschlossene Ball Ei(xo) ist gemiéiss Beispiel
2.20[ii) abgeschlossen. Da er auch beschrénkt ist, ist er geméss Satz kompakt.

e Secien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall ]a, b und die halb-offenen Inter-
valle [a,b[ und ]a,b] sind nicht kompakt, da sie geméss Beispiel [2.20[{iii) nicht
abgeschlossen sind.

e Die Menge R" ist nicht kompakt, da sie nicht beschriankt ist.

2.3 Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit

In diesem Abschnitt charakterisieren wir Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von offenen
und abgeschlossenen Mengen. Wir charakterisieren auch Stetigkeit an einer Stelle. Dazu
brauchen wir den Begriff einer Umgebung eines Punktes.

Sei Q C R%.
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Definition 2.28 (relative Offen- und Abgeschlossenheit). (i) Fine Teilmenge U C
Q) heisst relativ offen in Q (oder schlichtweg offen in Q oder relativ offen) g. d. w. es
eine offene Teilmenge U von R? gibt, sodass U = U N Q.

(i) Eine Teilmenge A C Q heisst relativ abgeschlossen in Q |'*| g. d. w. es eine
abgeschlossene Teilmenge A von R? ¢ibt, sodass A = AN K.

Beispiele. e Sei Q := [0,2). Die Menge U := [0,1) ist (relativ) offen in Q. (Wie
kénnen wir U wéhlen?) Die Menge A := [1,2) ist
(Wie konnen wir A wihlen?)

(relativ) abgeschlossen in €.

Sei f:Q — R

Satz 2.29 (Charakterisierung von Stetigkeit mittels offener und abgeschlossener Men-
gen). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) f ist stetig (in jedem Punkt zo € Q).
(b) Das Urbild U = f~Y(V) jeder offenen Menge V' C R™ ist offen in .

(¢) Das Urbild A = f~Y(B) jeder abgeschlossenen Menge B C R™ ist abgeschlossen in
Q.

Beweis: [Stral Satz 4.5.2, S. 67|

Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir, dass eine mittels einer strikten Ungleichung
definierte Menge offen ist, falls die Bedingung “stetig” ist:

Beispiele. [Anwendung von Satz [2.29]

(i) Die Menge
U:= {xER‘x5—x< 1}

ist offen (in R).
Beweis: Wir definieren ) := R, die Funktion f : Q@ — R, f(z) := 2° — x und
V = (—00,1). Diese Funktion ist ein Polynom und daher geméss Beispiel
stetig. Es gilt

U=f1V).
Geméiss Beispiel [2.17[fii) ist das Interval V' = (—o0, 1) offen. Gemaéss Satz ist
die Menge U = f~(V') daher offen (in © = R).

18oder schlichtweg abgeschlossen in 2 oder relativ abgeschlossen
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(ii) Die Menge
U:={zel0,00)|2°—z <1}

ist offen in [0, 00).

Beweis: Die Aussage folgt analog zu (i) mit 2 := [0, c0).
Wir charakterisieren jetzt Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt mittels Umgebun-
gen. Dafiir brauchen wir also den folgenden Begriff. Sei Q € R? und z( € €.

Definition 2.30 (Umgebung). Eine Teilmenge U C Q) heisst Umgebung von x relativ
zu Q (oder in Q)g. d. w. es einen offenen Ball um xy gibt, dessen Durchschnitt mit
in U enthalten ist, d. h.es gibt ein r € (0,00), sodass

Im Fall Q = R? nennen wir ein solches U auch schlichtweg eine Umgebung von .

Beispiele. e Seien ) := R und a < zy < b reelle Zahlen. Die Intervalle |a, b[, [a, b],
Ja,b] und [a, b] sind Umgebungen von z, (in 2 = R).

e Seien ) := [0, 00). Das Intervall [0, 1] ist eine Umgebung von 0 in €. Es ist jedoch
keine Umgebung von 0 (in R).

Sei Q C R f:Q — R* und 29 € Q. Wir definieren Stetigkeit an einer Stelle wie in
Definition [2.8]

Satz 2.31 (Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels €, und Umge-
bungen). Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) (Folgenkriterium) f ist stetig an der Stelle xy.

(b) (Weierstrafsches e-0-Kriterium) Fiir jedes ¢ € (0, 00) gibt es ein § € (0,00), sodass
fiir jedes x € ) qult:

[z = xol| < 6 = [|f(2) = flxo)ll <e.

(c) (Umgebungskriterium) Das Urbild jeder Umgebung von f(xqg) unter f ist eine Um-
gebung von xq in €.

Bemerkungen. e Die Bedingung bedeutet: Fiir jede Umgebung V' von f(x)
(in R™) ist U := f~1(V) eine Umgebung von x; in €.

e Die Aquivalenz “@ == @” haben Sie in Analysis 1 gesehen.
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Abbildung 2.1: Karl Weierstraf}, 18151897, deutscher Mathematiker, Vater der Epsi-
lontik (= Wissenschaft des ¢).

Beweis des Satzes [Stral Satz 4.5.1, S. 66].
Die Bedingung (IE[) ist nach Karl Weierstral benannt.

Beispiel. [Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels Umgebungen] Wir
betrachten die charakteristische Funktion der Menge {0},

X{o} - R—R.

(Siehe Beispiel [2.9[liv).) Diese Funktion ist an der Stelle z, := 0 unstetig, da das
Urbild U der Umgebung V' := (0,00) von f(0) = 1 keine Umgebung von 0 ist. (Was
ist U := f~1(V)7)






Kapitel 3

Differentialrechnung im R"

Dieses Kapitel entspricht [Stra] Kapitel 7]. Wir betrachten in diesem Kapitel eine
vektorwertige Funktion f mehrerer Verédnderlicher. Fiir eine solche Funktion definieren
wir Begriff einer partiellen Ableitung, welche die gew6hnliche Ableitung einer Funktion
einer Variable (wie in Analysis 1) verallgemeinert. Die partielle Ableitung von f nach
der i-ten Variable ist die gewohnliche Ableitung der Funktion einer Variable, die wir
aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser der i-ten festhalten.

Partielle Ableitungen treten zum Beispiel in der Divergenz eines Vektorfeldes auf. Die
Divergenz kommt im Satz von Gaufl vor, den wir in dieser Vorlesung behandeln werden.

3.1 Partielle Ableitungen und Differential

Um den Begriff einer partiellen Ableitung einer vektorwertigen Funktion zu definieren,
brauchen wir die folgende Definition. Sei U eine offene Teilmenge von R, p € N,

gl

g= : U —=RP
gp
und eine Funktion|und o € U.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit und Ableitung einer vektorwertigen Funktion einer
Variable). Wir nennen g an der Stelle y, [| differenzierbar g. d. w. jede Komponente g

14 ist also die i-te Komponente von f. Im Zusammenhang mit partiellen Ableitungen verwenden
wir einen oberen Index fiir die Koordinaten eines Punktes und die Komponenten einer Funktion.
Das stimmt mit der Konvention der Physik {iberein, einen oberen Index fiir die Komponenten eines
Vektors zu verwenden. Wenn die Gefahr besteht, den oberen Index mit einer Potenz zu verwechseln,
werden wir einen unteren Index verwenden.

2oder im Punkt yo oder schlichtweg in yo

67
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im Punkt yo differenzierbar ist (im Sinn der Analysis 1). In diesem Fall definieren wir
die Ableitung von g im Punkt yy als den Vektor

(9") (o)
g (yo) == :
(9") (o)

Seien nun n,p € N, () eine offen Teilmenge von R™ und f : {2 — RP eine Funktion. Das
bedeutet, dass f eine vektorwertige Funktion mehrerer Verdnderlicher ist. Wir schrei-
ben 27 fiir die j-te Koordinate eines Punktes 2z € R™ und f? fiir die i-te Komponente
von f. Das bedeutet, dass

[t 2
fz) = : ., Ve
fP(xt, .. am)
Sei g € Qund j € {1,...,n}.
Definition 3.2 (partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix). Wir

nennen f an der Stelle zo partiell nach der j-ten Variable 2/ differenzierbar g. d. w. die
Funktion

9(y) —f(xo,.. xo ,y,xéﬂ,...,xg’) (3.1)

im Punkty = :Eé im Sinn der Deﬁmtzon- differenzierbar ist. In diesem Fall definieren
wir die partielle Ableitung von f nach der j-ten Variable im Punkt xq als die Ableitung
von g im Punkt z}. Wir schreiben diese partielle Ableitung als

furlmn) = Dyf o) 1= By o) o= o0 (o) = of ) € R 3:2)

Wir sagen, dass f im Punkt xq partiell differenzierbar ist ¢g. d. w. f im Punkt xq nach
jeder Variablen partiell differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir die Jacobi-
Matrix von f im Punkt xq als die Matrix

fa(@o) - fan(wo)
Jr(xo) = ( far(z0) -+ fan(wo) ) = : :
fa(zo) -+ fin(wo)

Wir nennen f partiell differenzierbar ¢. d. w. f in jedem Punkt von Q partiell dif-

ferenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir fir jedes j € {1,...,n} die partielle
Ableitung von f nach der j-ten Variable als die Abbildung

£, QR

gegeben durch (3.2).
3siehe Definition|2.16
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Abbildung 3.1: Carl Gustav Jacobi, 1804-1851, preussischer Mathematiker.

Die Jacobi-Matrix ist nach Carl Gustav Jacobi benannt, sieche Abbildung

Beispiele 3.3. [partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix|

(i) Wir definieren
0 :=R? f:Q—=R, f(z) = f(a', 2?) == x'e” .
Sei zg € Q. Wir definieren

g:R=R, gy = fly,22) = ye™.

Diese Funktion ist im Punkt z{ differenzierbar (im Sinn von Analysis 1). Daher
ist f im Punkt xq partiell nach der ersten Variable differenzierbar mit partieller
Ableitung
2
far(z0) = fur (zg, 5) = g'(w5) = €.
Ein dhnliches Argument zeigt, dass f im Punkt zy partiell nach der zweiten
Variable differenzierbar ist mit partieller Ableitung
x2
0-

fa2(m0) = z0e

(Uberpriifen Sie das!) Die Jacobi-Matrix von f im Punkt zo := (2,0) ist gegeben
durch
(75((2,0) = far(wo) fa(0)) = (1 2).

(ii) Wir definieren

1,22
Q:=R2,  f:Q-R,  f2)=f(z"2?) = ( v (Z?)) :
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Diese Funktion ist in jedem Punkt xy € () partiell nach beiden Variablen diffe-
renzierbar mit partiellen Ableitungen

fato) = (). fatw) = ().

cos(z?)

Die Jacobi-Matrix von f im Punkt xy := (2,0) ist gegeben durch
1 2
(2.0 = farlmn) faw) = () 2).

(iii) Wir definieren
Q:=R? f:Q—=R, f(z) == |2 + 2.

Sei xp € Q so, dass ¥ # —x}. Dann ist f im Punkt xy partiell nach beiden
Variablen differenzierbar mit partiellen Ableitungen

B (1, falls 23 > —x)
Jar (20) = fa2(20) = { —1, falls 22 < —z}.
Sei 7y € Q jetzt so, dass 2 = —z}. Dann ist f im Punkt z nach keiner der
beiden Variablen partiell differenzierbar. (Warum?)

Wir behandeln jetzt die totale Ableitung einer Funktion f mehrerer Variablen in einem
Punkt xg. Das ist eine lineare Abbildung, welche f — f(xy) in der Néhe von xy unter
allen linearen Abbildungen am besten annéhert. Die Ableitung ist daher die Linearisie-
rung on f im Punkt z(. Lineare Funktionen und “lineare Probleme” sind einfacher zu
handhaben als nichtlineare. Linearisierung spielt deshalb eine grosse Rolle in Anwen-
dungen. Zum Beispiel gibt es eine Formel fiir die allgemeine Losung einer homogenen
linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. (Siehe Satz

in Abschnitt[1.2])

Fiir jeden Vektor v € R? bezeichnen wir mit

die euklidische Norm von v. Seien n, p € N, € eine offene Teilmenge von R", f : 2 — RP
eine Funktion und zq € €.
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Definition 3.4 ((totale) Differenzierbarkeit in einem Punkt). Wir nennen f an der
Stelle xq (total) differenzierbar g. d. w. es eine lineare Abbildung A : R" — RP gibt,
sodass sodass

g9(z)

Wir nennen f (total) differenzierbar g. d. w. f an jeder Stelle in Q0 differenzierbar ist.

@) = fa0) = A = w0

[l = ol

—0  firz— x. (3.4)

Bemerkung. Die Funktion g ist auf Q\ {zo} definiert. (Im Punkt 2 = ¢ ist sie nicht
definiert, da der Nenner ||z — x| gleich 0 ist.) Der Punkt z liegt im Abschluss von
Q\ {xo}. Die geforderte Konvergenz ist daher sinnvoll. (Siehe Definition )

Proposition 3.5 (Jacobi-Matrix). (i) Falls f an der Stelle xy differenzierbar ist,
dann ist [ an der Stelle xy partiell differenzierbar.

(ii) Falls A eine lineare Abbildung ist, welche die Bedingung in Deﬁm’tion erfillt,
dann ist A durch Matrizmultiplikation mit der Jacobi-Matriz von f im Punkt xg
gegeben,

A = J(xg)- : R" = RP.

Beweis: Das folgt aus einem Argument wie im Beweis von [DK04a| Lemma 2.2.3 p. 44].

Bemerkung. [Jacobi-Matrix] Aus dieser Proposition folgt, dass A eindeutig ist (falls
es existiert).

Definition 3.6 (Ableitung in einem Punkt). Wir nennen die lineare Abbildung A (wie
in Definition die (totale) Ableitung (oder das Differential) von f im Punkt z.
Wir schreiben dafiir

df (xo) := D f(xg) := A.

Abbildung verdeutlicht diese Definition. df (x¢)v ist eine Nidherung fiir die Differenz
f(zo +v) — f(xo). Wir konnen df (xy) daher als die Linearisierung von f im Punkt z
auffassen. df (xo)v stimmt mit der Richtungsableitung von f in Richtung v (im Punkt
xo) iiberein. Diese Richtungsableitung ist die Ableitung der Funktion ¢ — f(xo+tv) im
Punkt ¢ = 0. (Siehe Definition [3.18]) Das Differential beschreibt daher die Ableitung
von f in jede Richtung.

Bemerkungen 3.7. [Ableitung einer Funktion in einem Punkt]

(i) Sei n = 1. Dann ist die Funktion f an der Stelle z, differenzierbar im Sinn von
Deﬁnition g. d. w. sie an dieser Stelle differenzierbar ist im Sinn von Analysis
1. In diesem Fall gilt
df (xo) = f'(z9)- : R > RP

(Multiplikation mit dem Vektor f’(zo)). (Im Fall p = 1 ist f’(zo) eine reelle Zahl.)
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(i)

(i)

(iv)
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Xo U™

Abbildung 3.2: Das Differential einer Funktion f : R — R.

In Analysis 1 wurde die Ableitung einer Funktion f : R — R im Punkt zy definiert

als
z) — f(x
f/(x(]> — lim f( ) f( 0).
T—T0 T — xo

Naiv kénnten wir daher versuchen, diese Definition auch fiir Funktionen f : R —
RP zu verwenden. Fiir n > 2 ergibt das allerdings keinen strikten Sinn, da wir
einen Vektor in RP nicht durch einen Vektor in R™ teilen konnen. Definition
ist der mathematisch sinnvolle Ersatz fiir die naive Definition.

Erklirung dafiir: Gemaéss Proposition entspricht die Ableitung df (z¢) der
Jacobi-Matrix J¢(zo). Da Matriz mal Vektor = Vektor, ist die Idee, dass

“Vektor/ Vektor = Matrix”.

Heuristisch ist der (nicht prézise deﬁnlerte) “Quotient szo)” daher eine Ma-
trix, die wegen der Bedingung (3.4) fiir x — zo gegen die Jacobi-Matrix von f
im Punkt zy konvergiert. Das erklart warum Definition[3.4] ein sinnvoller Ersatz
fiir die naive Definition mittels eines Grenzwertes von Differenzenquotienten ist.

Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebpioxw = heurisko =
ich finde, entdecke. In der obigen heuristischen Erklarung ging es darum heraus-
zufinden, warum eine bestimmte lineare Abbildung eine sinnvolle Verallgemeine-
rung der Ableitung einer Funktion einer Variablen darstellt. Es handelt sich dabei
nicht um ein prézises mathematisches Argument.

Wir betrachten den Fall n = p = 1. Heuristisch meinen wir mit “infinitesimal”

44

“unendlich klein, aber moglicherweise nicht gleich 0”. Philosophisch ist eine “po-
sitive infinitesimale Grosse” also eine Grosse, die grosser als 0 ist, aber kleiner
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als jede positive reelle Zahl. Intuitiv betrachten wir eine “infinitesimale” Diffe-
renz Az # 0, die wir ein “Differential dx” nennen. Wir schreiben “dy” fiir die
zugehorige “infinitesimale” Differenz Ay. Heuristisch ist die Ableitung von f im
Punkt zy durch den Quotienten dieser “Differentiale” gegeben, d. h.

(Cdyn

/ —

f (‘CEO) - “dg” :

Die Ableitung f’(x¢) wird daher manchmal Differentialquotient genannt. Das
erklart den Namen Differential fiir df (x¢) wie in Definition (fiir allgemeines

n und p)

(v) (Nichtstandardanalysis) In unserer Vorlesung ist der Begriff einer “infinitesimalen
Grosse”, wie zum Beispiel “dz” oder “dy”, nur ein heuristisches Konzept. Wir
kénnen einer solchen Grosse keinen mathematischen Sinn als eine reelle Zahl zu-
erkennen, da es keine (strikt) positive reelle Zahl gibt, die kleiner als jede strikt
positive reelle Zahl ist. Es ist jedoch moglich, infinitesimale Gréssen im Rah-
men der sogenannten Nichtstandardanalysis auf eine andere Art (mathematisch
prézise) zu definieren.

Beispiel 3.8. [Ableitung einer affinen Funktion] Eine Funktion f : R® — RP heisst
affin g. d. w. es eine lineare Abbildung T : R® — RP und einen Vektor w € RP gibt,
sodass

fle)=T(x) +w=:Tz + wﬁ
Jede affine Funktion ist differenzierbar (in jedem Punkt xy € R™), mit Ableitung
df(l’o) = Tv

wobei T wie oben ist. (Uberpriifen Sie das!)

Im né#chsten Beispiel werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 3.9. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Seien 2 C R™
offen, f : Q — RP eine Funktion und zy € €). f ist in z( differenzierbar g. d. w. fiir
jedes i = 1,...,p die i-te Komponente f* in xzq differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

d(f)(xo)
df (z0) = :
d(f?)(z0)

Das folgt aus den Definitionen von Differenzierbarkeit und Ableitung.

4Der Name “Differential quotient” wire vielleicht noch intuitiver. Fiir n > 1 ist es allerdings unklar,
was hier mit “Quotient” gemeint sein soll. Siehe Bemerkung .

°Das ist ein Teilgebiet der Analysis.

SWir lassen hier die Klammern um das Argument x weg, da T linear ist. (Das ist eine giingige
Konvention.)
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Beispiele 3.10. [Differenzierbarkeit und Ableitung]

(1)

Wir definieren

Q=R f:QoR,  fo) = flz\a?) = ( z'e” ) .

sin(z?)
Diese Abbildung ist differenzierbar.

Beweis: Gemiiss Ubungsserie 5 (Kettenregel) ist die Abbildung z zte?” dif-
ferenzierbar. Die Abbildung x ~ sin(z?) ist differenzierbar. Das folgt aus der
Definition der totalen Differenzierbarkeit und der Tatsache, dass sin differenzier-

bar ist. Die Komponenten der Abbildung f sind also differenzierbar. Geméss
Bemerkung [3.9]ist f daher differenzierbar.

Nach Proposition [3.5/und Beispiel [3.3[fii) ist die Ableitung von f im Punkt zq :=
(2,0) gegeben durch

Ao =die) = (§ 2)o=("12).

v

(bilineare Funktion ist differenzierbar) Seien ¢,m € N. Wir definieren n := £+ m,
p := 1 und schreiben R™ als das kartesische Produkt R” = R’ x R™ und einen
Punkt in # € R" entsprechend als x = (y, ). Sei b : R® x R™ — R eine Funktion.
Wir nennen b bilinear g. d. w. b in beiden Argumenten linear ist, d. h., die
Funktionen y +— b(y, 20) und z +— b(yo, 2) sind linear fiir alle yo € R, 2y € R™.
Wir nehmen jetzt an, dass b bilinear ist. Sei 29 = (yo, 20) € R* = R x R™.

Behauptung: b ist im Punkt zq = (yo, 20) (total) differenzierbar mit (totaler)
Ableitung (= Differential) gegeben durch

db(zo) = db(yo, 2z0) = A, Av :=b(u, 29) + b(yo, w), Yv = ( Z) ) € R"=R!x R™,
(3.5)

Beweis: Wir definieren die kanonischen Finheitsvektoren in R? als

1 0 0
1
0 :
e = : , €9 1= 0 s Ce €4 ‘— O
0 0 1

Wir schreiben
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Sei z = (y,2) € R* = R* x R™. Wir definieren

v::<u>::x—x0:<y_y0>.
w Z— 2

b(x) — b(zg) — Av

:b(y0+U,Zo+w)—b(yg,zo)—A< g))

= b(u,w) (da b bilinear ist und wegen (3.5))

Wir haben

wobel wir im letzten Schritt verwendet haben, dass u = > 1" ule;, w =Y 1 w'e;

und dass b bilinear ist. Wir schreiben

C := max |b;;|mn. (3.7)
ij
Behauptung:

> butw’ | < C|v|? (3.8)

WIr
< S = full, o] < flwll, i, (3.9)
=1
Wir haben

Z b,-juiwj
< Z (biju'w’| = |b | |w])

m n
< max [y Y ] Y Ju]
vt i=1 j=1

< Clullllw]  (wegen ETB9))
< C(lul®+ [wlP)  (das gilt, falls ul] < [lw] und falls Ju] > [wl)
= Clo]?
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wobei wir im letzten Schritt die Gleichheit v = ( Z ) und die Definition (3.3)
der euklidischen Norm verwendeten. Das beweist die Behauptung (3.8]).

Indem wir (3.6) und (3.8)) kombinieren, erhalten wir die Ungleichung

|b(z) — b(x) — Av|
o]

< Cllo]

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir v — 0. Daher gilt dasselbe auch fiir die
linke Seite. Daraus folgt, dass b im Punkt z( differenzierbar ist mit Ableitung

db(x¢) = A gegeben durch (3.5).

Gemdiss Proposition [3.5[i]) ist jede differenzierbare Funktion partiell differenzierbar.

Frage. Gilt auch die Umkehrung, d. h., ist jede partiell differenzierbare Funktion dif-
ferenzierbar?

Die Antwort auf diese Frage ist nein. Wie im Fall einer reellen Variable gilt auch
fiir mehrere Variablen, dass jede differenzierbare Funktion stetig ist. Es gibt jedoch
partiell differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen, die unstetig und daher nicht
differenzierbar sind.

Genauer gesagt, gilt das Folgende. Seien 2 C R™ offen, f : {2 — RP eine Funktion und
o € Q ein Punkt.

Proposition 3.11 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit). Falls f im Punkt xo differen-
zierbar ist, dann ist f in xq stetig.
Beweis: [DKO04al Corollary 2.2.8, p. 46]

Wir kénnen diese Proposition verwenden, um zu zeigen, dass eine Funktion in einem
Punkt nicht differenzierbar ist.

Beispiel. [unstetige partiell differenzierbare Funktion] Wir betrachten die Funktion

f:R* =R, flz,y) =

Es gilt f(-,0) = 0. Daher ist f in 2y = (0,0) partiell differenzierbar nach der ersten
Variable z, mit partieller Ableitung f, = 0. Aus einem &hnlichen Grund ist f in
xo = (0,0) partiell differenzierbar nach der zweiten Variable y, mit partieller Ableitung

fy =0.
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Abbildung 3.3: Die beste affine Ndherung ¢,, von f im Punkt x und eine andere affine
Abbildung ¢.

f ist jedoch im Punkt xy unstetig, da

f(t,t):%, Wt ER\{0},  £(0,0) = 0.

Bemerkung. Die Funktion f in diesem Beispiel ist sogar tiberall partiell differenzier-
bar. (Uberpriifen Sie die Bedingung fiir (z,y) # (0,0)!) Trotzdem ist sie nicht einmal
stetig.

Die Ableitung von f fiithrt zur besten affine Niherung von f: Wir nehmen an, dass f
im Punkt z differenzierbar ist. Dann ist die Abbildung

P - R" — R, (pxo(x> = f(l'o) + df<x0)(x - LEO), (310)

affin, d. h., eine lineare Abbildung plus eine Konstante. Diese Abbildung ist die beste
affine Néiherung von f im Punkt xy, siche Abbildung (3.3} Diese Eigenschaft motiviert
die Definition der totalen Ableitung.

3.2 Differentiationsregeln, Kettenregel,
Richtungsableitung, Gradient, stetige
Differenzierbarkeit

Ein zentrales Werkzeug in der Analysis ist die Kettenregel. Im Fall von reellwertigen

Funktionen einer reellen Variable haben Sie diese Regel in Analysis 1 kennengelernt.
Fiir vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen gilt dieselbe Formel. Dabei ist die
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Ableitung einer solchen Funktion in einem Punkt eine lineare Abbildung. (Siehe Defi-
nition ) Das Produkt der Ableitungen der Funktionen wird jetzt zur Verkniipfung
dieser linearen Abbildungen.

Seien n,p,q € N, Q@ C R™ und € C RP offene Teilmengen und f : @ — Q' und
g : " — R? Abbildungen. Die Verkniipfung (oder Komposition) go f ist die Abbildung

gof:Q—=R!  gof(r):=g(f(z))
Sei zg € Q ein Punkt.

Satz 3.12 (Kettenregel, [Stral, Satz 7.6.2, S. 178). Fulls f in xq differenzierbar ist und
g in f(xg) differenzierbar ist, dann ist g o f in xo differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) © (df (x0)) = dg(f(w0))df (x0) : R* — RY. (3.11)

Beweis: S.[82]

Bemerkungen. [Kettenregel]

e Auf der rechten Seite von (3.11) steht die Verkniipfung der linearen Abbildungen
dg(f(xp)) und df(xp). Da diese Abbildungen linear sind, lassen wir das Ver-
kniipfungszeichen weg. (Das ist eine géingige Konvention.)

Diese Verkniipfung ist sinnvoll, da der Zielbereichm von df (xo) RP ist, was mit
dem Definitionsbereich von dg(f(z¢)) tibereinstimmt. Die verkniipfte Funktion
ist eine Abbildung von R™ nach R?. Dasselbe gilt fiir die linke Seite von .
Diese Gleichheit ist daher sinnvoll.

e Dieser Satz verallgemeinert die Kettenregel fiir Funktionen einer reellen Verédnderlichen,
welche besagt, dass im Fall n =p = ¢ =1 gilt:

(go f)/(xo) = gl(f(fﬁo))fl(mo)- (3.12)

(Siehe [Stral Satz 5.1.3, S. 82].) Die Formeln (3.123.11) stimmen miteinander
iiberein, da im Fall n = p = 1 geméiss Bemerkung i

df (xg) = f'(x0)- : R = R.

e Aus der Kettenregel und Proposition [ii| folgt, dass die Jacobi-Matrix der ver-
kniipften Funktion gleich der Verkniipfung der Jacobi-Matrizen ist, genauer gilt

Jgor(w0) = Jy(f(0)) T (20).
"In [Stral Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Beispiel 3.13. [quadratische Funktion ist differenzierbar] Sei g : R* x R* — R eine
bilineare Funktion.

Behauptung: Die Funktion
h:R" =R, h(x):=g(z, ),
ist in jedem Punkt zy € R" differenzierbar mit Ableitung
dh(zo)v = g(v, o) + g(T0,v). (3.13)
Beweis: h ist gleich der Verkniipfung g o f, wobei
fR"—=R"xR", f(z):=(z,2).

Da g bilinear ist, ist diese Funktion gemiss Beispiel |3.10(ii) in jedem Punkt (yo, 20) €
R™ x R™ differenzierbar mit Ableitung

dg(yo, z0) (u, w) = g(u, 20) + g(yo, W)
Die Abbildung f ist auch in jedem Punkt xq differenzierbar mit Ableitung
df (zo)v = (v, v).

Das folgt aus Beispiel [3.8] (affine Funktion ist differenzierbar). Nach Satz (Ketten-
regel) ist h daher in jedem Punkt xy € R™ differenzierbar mit Ableitung

dh(zo)v = dg(f(wo))df (zo)v = g(v,20) + g(x0,v). (3.14)

Das beweist (3.13).

Bemerkung 3.14. Wir nehmen an, dass g symmetrisch ist. (Das ist zum Beispiel der
Fall, falls ¢ ein Skalarprodukt ist.) Dann wird die 1i zur Gleichheit

dh(xo)v = 2g(xg,v).

Aus Satz folgt, dass Summe, Produkt und Quotient differenzierbarer Funktionen
differenzierbar sind. Seien {2 C R" offen, f,¢g: R® — RP und x4 € Q2.

Korollar 3.15 (Ableitung von Summe, Produkt, Quotient, |Stra|, Satz 7.6.1, S. 178).
Wir nehmen an, dass f und g in xq differenzierbar sind. Es gilt:

(i) Die Summe f + g ist in xo differenzierbar und

d(f + g)(wo) = df (z0) + dg(zo).
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(ii) (Leibnizregel)Das Skalarprodukt f-g =", f'g" ist in xo differenzierbar und
d(f - g)(xo) = g(zo) - df (o) + f(x0) - dg(o),
wobei g(xo) - df (o) ==Y, g"(x0)df (x0) u.s.w.

(11i)) Wenn p =1 und g(xo) # 0, dann ist der Quotient g in xo differenzierbar und

i ) — g(wo)df (xo) — f(z0)dg(zo)
1(3) @ (9(o0))? ‘

Bemerkung. Im Fall n = p = 1 haben Sie dieses Korollar in Analysis 1 kennengelernt.
Siehe [Stral Satz 5.1.2, S. 81].

Beispiel 3.16. [Ableitung von Produkt] Wir betrachten die Identitétsfunktion
fi=g:=id:R" - R", id(x) == z.

Das Skalarprodukt h := f - ¢ : R — R ist die quadratische Funktion

W)= (f - g)(x) = sz = [l

Die Funktion id is linear und daher geméss Beispiel differentierbar mit Ableitung
in xy gegeben durch
did(xzg) =id.

Gemiss Korollar ist die Funktion h daher differenzierbar, mit Ableitung in xg
gegeben durch

dh(wo)(v) = (g(w0) - df (o) + f(x0) - dg(o))(v)
=Zy-V+To-V

= 21 - V.

Das stimmt mit Beispiel iiberein.
Beweis von Korollar : Wegen Bemerkungist die Funktion

I asrxr
(5)

im Punkt z differenzierbar mit Ableitung

(1) (563
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Das Standard-Skalarprodukt, also die Funktion
h:RP x RP — R, MY, Z):=Y - Z,

is bilinear. Geméss Beispiel |3.10({ii)) ist diese Funktion daher in jedem Punkt (Yg, Zy) €
R x R differenzierbar mit Ableitung

dh(Yo, Zo)(U,W) = WU, Zo) + h(Yo, W) =U - Zo + Yo - W. (3.16)

Die Funktion f-g : {2 — Rist gleich der Verkniipfung ho< £ ) Gemass der Kettenregel
(Satz h ist diese Funktion daher im Punkt z( differenzierbar mit Ableitung

d(f - g)(zo)v = d(ho ( / >> (xo)v

9

— dh(f(a:o),g(xo))d< quc ) (wo)v

= dh(f (o), g(x0)) ( Zégzgz ) (wegen (3.15))

= (df (wo)v) - g(wo) + f (o) - dg(wo)v (wegen (3.16)).

Das beweist (ii).

Aussage (if) folgt mittels eines analogen Arguments aus der Gleichheit f+g = ho( g ),
wobei h(Y, Z) := Y+ Z. Wir verwenden hierbei, dass h linear ist und Beispiel (affine

Funktion ist differenzierbar).

: Im Fall f = 1 folgt diese Aussage mittels eines analogen Arguments aus der
Gleichheit é = hog, wobei h(y) := 111 Wir kénnen die allgemeine Situation auf diesen

Fall reduzieren, indem wir die Gleichheit £ =f- é und verwenden. [

Wir beweisen jetzt Satz (Kettenregel).

Beweisidee:

e Wir schreiben
y:=f(z), z:=g9y), Ar:=x—x9 etc,
Az — dg(yo)df (xo) Az = Az — dg(yo) Ay + dg(yo) (Ay — df (xo)Az).  (3.17)

e Wir nehmen die euklidische Norm auf beiden Seiten dieser Gleichheit. Wir ver-
wenden die Dreiecksungleichheit. Wir teilen durch ||Ax||.
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e Die entstandenen Terme schéitzen wir ab, indem wir verwenden, dass f und ¢ an
geeigneten Stellen differenzierbar sind.

e Daraus folgt, dass g o f in xq differenzierbar ist mit Ableitung dg(yo)df (xo).

Bemerkung. Die rechte Seite von (3.17) wird manchmal eine Teleskopsumme genannt,
da sie aus der linken Seite dadurch entsteht, dass wir zwei Terme einfiigen, die einander
aufheben. Das so, als ob wir ein Teleskop auseinanderzégen, wodurch es langer wird.

Im Beweis der Kettenregel werden wir den folgenden Hilfssatz verwenden.

Hilfssatz 3.17 (Substitutionsregel fiir Grenzwert einer Funktion). Seien X C R",
YCR, F:X—=Y,G:Y >R, xge X,y €Y und zy € Z, sodass

F(z) = yo fir x — xo, G(y) = 20 fiir y — yo.
Dann gilt

G o F(x) = 2y, firxz — xo.

Beweis von Hilfssatz Sei € €]0, 00[. Da G(y) — 2o fiir y — o, gibt es geméss
der Implikation (a)=-(b) in Satz ein g €]0, oo[, sodass fiir alle y € Y gilt:

ly — woll < do == [|G(y) — 20| <. (3.18)

Da F(x) — yo fiir © — 2o, gibt es gemiss der Implikation (a)=>(b) in Satz ein
d €]0, oo, sodass fiir alle x € X gilt:

|z — z0|| <6 = ||F(x) — yol| < do-

Sei nun z € X, sodass ||z — x¢|| < ¢. Dann gilt y := F(z) € Y und |F(z) — yol| < do.
Wegen (3.18) gilt daher
|G(F(x)) — 2| <e.

Also konvergiert G o F'(z) fiir z — z gegen 2. Das beweist Hilfssatz m O

Fiir jede lineare Abbildung 7' : R® — RP definieren wir die Operatornorm (bzgl. den

euklidischen Normen) als
17} := sup |[T0].

vER™: ||v]|<1

Das ist eine (endliche) Zahl. (Das folgt aus Korollar [2.14})

Beweis des Satzes (Kettenregel): Seien Q. f,g, 2o wie in diesem Satz
vorausgesetzt. Wir definieren

Yo := f(z0), 20 := g(yo)-
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Sei x € Q\ {zo}. Wir schreiben
y:=f(z), z:=gy), Ar:=x-—x9 Ay:=y—12, Az:=z— 2,
Si=df(xo), T :=dg(yo)-

Es gilt, dass
Az —TSAx = Az —TAy +T(Ay — SAx)

und daher, dass

HAz—TSAx” < ||Az—TAyH HT(Ay—SAx)H

[Az| - A [Az]
|A2 = TAy|l 1Ay 1Ay — SAq]
+||T|————" (3.19)
1Ayl [|Az] |Az|
Da f im Punkt z( differenzierbar ist, gilt, dass
|4y = SAz] —0 firz—ua (3.20)
— 0- .
[Az|

Es gibt daher ein 0 > 0, sodass Bj(zo) C U und die linke Seite von (3.20) fiir jedes
x € Bf (o) \ {zo} kleiner oder gleich 1 ist. Fiir dieses ¢ gilt

sup 1Ayl _ sup (HAQ—SAxH ”SA:L‘H)
veB2 o)\ {zo} I1AZ|| ™ 2eBr(@o)\ {20} | Azl | Az]|

<14 9] < 0. (3.21)

Da g im Punkt gy differenzierbar ist, gilt, dass

|Az — TAyl|
| Ayl

Da f in z( differenzierbar ist, ist diese Funktion gemiss Proposition in zy stetig.
Daher gilt y — yo fiir * — 2. Darum folgt aus Hilfssatz [3.17] dass

|Az — TAy||
1Ay]|

Wegen (3.21) folgt daraus, dass
|Az = TAy] [[Ayll

— 0 fiir y — yo.

— 0 fir z — x. (3.22)

— 0 fir z — z.

Ayl |Az]]
(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit 1) kombinieren, folgt daraus, dass
HAz—TSA:cH .
— 0 fiir z — xo. (3.23)

|Az]]
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Also ist g o f in z( differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(wo) = TS = dg(f(xo))df (xo).
Das beweist Satz[3.12] O

Bemerkung. e Der Ausdruck

|Az — TAy]|
1Ayl

der in (3.19) und (3.22) auftritt, ist im Fall Ay = 0 a priori nicht sinnvoll, da
wir dann durch 0 teilen. In diesem Fall definieren wir den Ausdruck (3.24) als 0.
Mit dieser Definition gelten die Aussagen (3.193.22)) auch im Fall Ay = 0.

(3.24)

Manchmal wollen wir wissen, wie sich eine Funktion bis zur ersten Ordnung &ndert,
wenn sich ihr Argument in eine bestimmte Richtung bewegt. Diese Idee wird durch die
Richtungsableitung prézise gemacht. Seien 2 C R™ offen, f : 2 — RP eine Funktion,
To € Q und v € R™.

Definition 3.18 (Richtungsableitung). Wir sagen, dass f an der Stelle zo in Richtung
v differenzierbar ist ¢. d. w. die Funktion

g:R=R g(t) == f(zo + tv),

im Punkt t = 0 differenzierbar isﬁ. In diesem Fall definieren wir die (Richtungs-
JAbleitung von f an der Stelle xy in Richtung v als den Vektor

(4)'(0)
d, f(x0) == Duf(z0) = ¢(0) == z R, (3.25)

(9”)'(0)

Bemerkungen. [Richtungsableitung, partielle Ableitungen]

e Falls f an der Stelle x( differenzierbar ist, dann ist f dort in Richtung v diffe-
renzierbar und

dy f (o) = df (zo)v. (3.26)
Beweis: Wir definieren den Weﬂ

v:{teR|zo+tveQ} =R, x(t) =z + t.

8im Sinn von Definition |3.1
9Mit einem Weg meinen wir eine Funktion einer Variablen, die Werte in R™ annimmt.
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Dieser Pfad ist im Punkt ¢ = 0 differenzierbar mit Ableitung
'(0) = v.

Nach der Kettenregel (Satz|3.12) fiir g := fox ist f daher im Punkt z in
Richtung v differenzierbar und

g'(0) = (f 0 x)'(0) = df (x(0))2"(0) = df (wo)v.
Das beweist (3.20)).

e f ist im Punkt zy partiell nach der j-ten Variable differenzierbar g. d. w. die
Ableitung von f im Punkt zy in Richtung e;|"| existiert. In diesem Fall gilt die
Gleichheit

of

dai

(xo) = Djf(xo) = dejf(xo)- (3‘27)

Der Gradient einer reellwertigen Funktion in einem Punkt ist ein Vektor, der aus allen
partiellen Ableitungen (erster Ordnung) der Funktion besteht. Er gibt die Richtung
und Wert der stéirksten Steigung der Funktion an. Sei Q CR", f: Q) — Rund z € Q.
Wir nehmen an, dass f in x differenzierbar ist.

Definition 3.19 (Gradient). Der Gradient von f an der Stelle z ist der Vektor

le(l') fxl(m)
Vf(z) = : = :

Duf(x) for ()

Bemerkungen. [Gradient, nabla, stéirkste Steigung]

e Das Symbol V wird “nabla” ausgesprochen. Dieser Name kommt von einem an-
tiken Saiteninstrument, das die Form einer Harfe hatte. Formal ist V der Vektor

V:(Dl,...,Dn).

e Der Gradient von f an der Stelle z ist die Transponierte der Jacobi-Matrix von

f,
Vi) = Jp@) = ( falze) - fanlzo) ).

(Fiir jede Matrix A bezeichnet AT die Transponierte von A. Diese Matrix ist
gegeben durch (AT); = A", := (i, j)-ter Eintrag von A.)

106], ist der j-te kanonische Einheitsvektor. Siehe Beispiel 1|
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e Wir nehmen an, dass V f(z) # 0. Sei v € R" ein normierter Vektor. (Das bedeu-
tet, dass ||v|| = 1.)

Behauptung: Die Richtungsableitung d, f(z) ist genau dann maximal, falls v
in Richtung V f(z) zeigt, d. h., falls

Vi
IVf ()]
Beweis: Es gilt
dy f (x) = df (x)v
— V()
< IV f(@)|||v]] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der linearen Algebra)
= IV f(@)ll;

mit Gleichheit g. d. w. V f(z) und v in die gleiche Richtung zeigen. Daraus folgt
die Behauptung.

Wegen dieser Behauptung gibt der Gradient V f(z) die Richtung der stérksten
Steigung (also des steilsten Anstiegs) von f im Punkt x an. Die Norm des Gra-
dienten ist der Wert der stiarksten Steigung, da

d v f(z) = Vi) Vi)

V7@ IV f(2)| = [V f()]].

e Der Name “Gradient” kommt vom lateinischen Wort gradus, was Schritt bedeu-
tet.

Beispiel 3.20. [Gradient] Wir bezeichnen mit || - || die euklidische Norm auf R" und
definieren

iRV =R, f(z) =z = Zx
Der Gradient von f im Punkt x € R™ wird gegeben durch

22!
Vf(x) = : = 2z.

2x™
Das stimmt mit dem Beispiel iiberein. Gemaiss jenem Beispiel gilt namlich

df (z)v = 2g(x, v),

wobei g(x,y) := x - y (Standard-Skalarprodukt).
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Eine Funktion f mehrerer Verdnderlicher heisst stetig differenzierbar g. d. w. sie par-
tiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen stetig sind. In diesem Fall ist
die Funktion differenzierbar. In gewissen Situationen ist stetige Differenzierbarkeit die
“richtige” Bedingung. Damit meine ich, dass unter dieser Bedingung eine gegebene
Aussage wahr ist, aber falsch unter der schwécheren Bedingung, dass f nur differen-
zierbar ist. Ein Beispiel dafiir ist der Umkehrsatz. (Siehe Satz [4.3])

Sei © C R"™ offen.

Definition 3.21 (stetige partielle Differenzierbarkeit). Wir nennen eine Funktion f :
) — RP stetig partiell differenzierbar (oder schlichtweg stetig differenzierbar oder von
der Klasse C!) g. d. w. wenn f partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen
stetig sind.

Wir definieren die Menge
C*Q,RP) := C*(Q;RP) := {f:Q—RP|[f ist stetig differenzierbar}.
Im Fall p =1 schreiben wir einfacher
c'(Q) = C' (L R).

Proposition 3.22 (stetige partielle Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit). Jede
stetig partiell differenzierbare Funktion f :Q — RP ist (iberall) differenzierbar.

Beweis: Das folgt aus [Stral Satz 7.1.1, S. 157] und Bemerkung

Bemerkung. Nach Proposition Proposition und ist jede stetig partiell dif-
ferenzierbare Funktion stetig.

Beispiel 3.23. [Polynom ist C'] Eine Funktion f : R® — R heisst Polynom (auf R™)
g. d. w. sie eine (endliche) lineare Kombination von Funktionen der Form

(079

a1
A S AR

ist, wobei ay, ..., a, € Ny. (z; bezeichnet die i-te Koordinate von z € R™.) Der Grad
des Polynoms f ist die grosste Zahl ay + - - - + «,, sodass der Term z{"'--- 28" in f
(mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten) auftritt.

Ein Beispiel fiir ein Polynom auf R? ist die Funktion

1
f:R* =R, f(x) == —a} + 31125 — 5:52363

Der Grad dieses Polynoms ist 4, da fiir oy = 0,2 = 3,a3 = 1 der Term z{"z5%25® in

f auftritt.
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Behauptung: Jedes Polynom f auf R™ ist stetig (partiell) differenzierbar.

Beweis: Jede partielle Ableitung von f ist ein Polynom auf R™. Jedes Polynom ist
stetig. Das folgt aus dem Argument in Beispiel [2.9({i). Also ist f stetig partiell diffe-
renzierbar, wie behauptet.

3.3 Vektorfeld, Potential und Wegintegral

Dieser Abschnitt entspricht Abschnitten 7.3 und 7.4 in [Stra).

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R™. In der Physik
spielt X die Rolle einer vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindigkeitsvek-
torfeldes einer Fliissigkeit oder des elektrischen Feldes.

Ein Potential eines Vektorfeldes X : {2 C R™ — R” ist eine Funktion f : {2 — R deren
Gradient V f gleich X ist Ein Vektorfeld besitzt genau dann ein Potential, wenn
sein Wegintegral nur von den Endpunkten eines gegebenen Weges abhingt. Im Fall
2 = R3 ist das genau dann der Fall, falls V x X, die Rotation von X, gleich 0 ist.

Zum Beispiel erfiillt in der Elektrostatik das elektrische Feld X = E diese BedingungF_TI
Es besitzt daher ein Potential. Der Unterschied dieses Potentials an zwei verschiedenen
Punkten ist die elektrische Spannung zwischen den Punkten.

Als ein anderes Beispiel besitzt in der Stromungslehre das Geschwindigkeitsvektorfeld
unter gewissen Bedingungen ein Potential.

Sei 2 C R” offen.

Definition 3.24 (Vektorfeld, Gradientenfeld). Ein Vektorfeld auf ) ist eine Abbildung
X:Q—=R"

Sei f € CY(Q) (wie in Definition[5.21)). Wir definieren das Gradientenfeld von f als

D, f(x)
Vf:Q—R", Vf(z):= :
Dy f(x)

HTn der Physik verlangt man stattdessen, dass —Vf = X.

12Tn der Elektrostatik wird angenommen, dass sich das elektrische und magnetische Feld (in der
Zeit) nicht dndern. Die Elektrodynamik behandelt die allgemeine Situation, in der sich diese Felder
dndern konnen. In dieser Situation ist die Rotation des elektrischen Feldes nicht mehr immer gleich
0.
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Bemerkung. Im Punkt z € ) ist das Gradientenfeld von f also durch den Gradienten
von f an der Stelle x gegeben.

Beispiel 3.25. [Gradientenfeld] Das Gradientenfeld der Funktion
f:R" =R, f(z):= [z

ist gegeben durch
Vf(z) = 2.

Siehe Beispiel

Sei 2 C R” eine offene Teilmenge und X : €2 — R™ ein Vektorfeld.

Definition 3.26 (Potential und Konservativitét eines Vektorfeldes). Ein Potential fiir
X ist eine differenzierbare Funktion f : € — R, sodass

Vf=X.
Das Vektorfeld X heisst konservativ g. d. w. es ein Potential besitzt.
Bemerkungen. [Potential eines Vektorfeldes im 1-dimensionalen Fall, Stammfunkti-

on]

e Wir betrachten den Fall n = 1. Dann ist X eine Funktion von einer offenen
Teilmenge von R nach R. Ein Potential fiir X ist eine Stammfunktion fiir X,
d. h., eine Funktion f : 2 — R, sodass

f=X.

Im Fall n = 1 ist jedes stetige Vektorfeld konservativ, da jede stetige Funktion
eine Stammfunktion besitzt. Im Fall 2 = R konnen wir diese Stammfunktion
zum Beispiel als das Integral

fx) = / "X (y)dy

definieren. (Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt dann,
dass f' = X.)

e Der Term Konservativitit fiir die Eigenschaft in Definition ist dadurch
motiviert, dass in einem konservativen Kraftfeld die Energie erhalten bleibt,
d. h. “konserviert” wird. Siehe Beispiel unten.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den folgenden Problemen:
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Probleme 3.27. (i) Entscheide, ob ein gegebenes Vektorfeld X konservativ ist.

(ii) Berechne in diesem Fall ein Potential fir X .

Wir werden Kriterien fiir die Konservativitét eines Vektorfeldes kennenlernen. (Siehe
die Satze und ) Die Kriterien basieren auf Wegintegralen und partiellen Ab-
leitungen des Vektorfeldes. Falls ein Potential existiert, dann werden wir ein solches
mittels eines Wegintegrales konstruieren. (Siehe Satz )

Seien X : Q2 — R™ ein stetiges Vektorfeld, a < b reelle Zahlen und ~ : [a,b] — Q ein
C'-Weg, d. h.stetig differenzierbar.

Definition 3.28 (Wegintegral). Wir definieren das Wegintegral von X lings 7 als

b
/ X -dy = / X((8)) - 4(t) dt. (3.28)

Bemerkungen. e In der Physik spielt v(¢) die Rolle des Ortes eines Teilchens
zum Zeitpunkt ¢. Die Ableitung 4(t) ist dann die Geschwindigkeit des Teilchens
zum Zeitpunkt ¢.

e Infinitesimale Interpretation und Erkldrung fiir die Notation: Heuri-
stisch fassen wir “dt” als den “infinitesimalen”, d. h., “unendlich kleinen” Unter-
schied zwischen zwei Zeitpunkten auf, “unendlich nahe beieinander liegen”. Wir
interpretieren “dy(t)” als “y(t+dt) —(t)”, also als den “infinitesimalen Verbin-
dungsvektor zwischen () und (¢t + dt)”. Dieser Vektor ist gegeben durch

d : 9
“dy(t) = d—:(t)dt — A(t)dt ",

Daher ist das Integral auf der rechten Seite von (3.28) heuristisch gegeben durch
die unendliche Summe
b

LX) A de =Y X (1) At de

a t€(a,b]

= > X(y(1) - dy(t)

tela,b]

~ [x-ar.

Das erklirt die Notation [ X - dy fiir das Wegintegral.

e Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebploxw = heurisko = ich
finde, entdecke. In der obigen heuristischen Bemerkung ging es darum heraus-
zufinden, warum die Notation [ X - dv sinnvoll ist. Es handelt sich dabei nicht
um eine prézise mathematische Erklarung.
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e Im Skript [Stra] wird fiir das Wegintegral von X léngs v die Notation f7 X -ds
verwendet, siehe [Stra, Definitionen 7.4.2 und 7.4.3, S. 171].

o Wegintegrale spielen ein wichtige Rolle in der Funktionentheorie = komplezen
Analysis.

Beispiel 3.29. [Wegintegral] Wir betrachten den Weg in 2 := R? gegeben durch
v :[0,27] — R?, v(t) := (cost,sint).

Die Ableitung dieses Weges ist gegeben durch

Y(t) = (—sint,cost) = ( —sint )

cost

Das Wegintegral eines stetigen Vektorfeldes X léangs ~ ist daher gegeben durch

2 .
: —sint
/X - dry —/0 X (cost,sint) - < cos )dt. (3.29)

Wir betrachten jetzt das Vektorfeld auf R* gegeben durch

X:R? >R X(:c)'—<_x2>
: , =)

(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld!) Das Wegintegral von X langs v ist geméss (3.29)

gegeben durch
T sint —sint
0 cost cost
27

— / ((—sint)® + (cost)?) dt

0

2
:/ Ldt
0

= 2.

Beispiel 3.30. [Wegintegral des Kraftfeldes] Wir betrachten ein Teilchen in € := R,
auf welches eine Kraft (z) wirkt, die vom Punkt z € R® abhingt. Die Kraft ist also
ein Vektorfeld auf R®, das Kraftfeld. Wir schreiben «(t) fiir den Ort des Teilchens zum
Zeitpunkt t. Das Wegintegral von langs -,

fo
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ist die Arbeit, welche das Kraftfeld am Teilchen verrichtet. Heuristisch ist die rechte
Seite dieses Integrals nédmlich die Summe “3°, ;1 (7(1)) - dv(1)”, wobei “dv(t) = ~y(t +
dt) —~(t)”. Die “infinitesimale Grosse (y(t)) - dy(t)” ist die Arbeit, die das Kraftfeld
im “infinitesimalen Zeitinterval [t, ¢+ dt]” am Teilchen verrichtet. (Arbeit = Kraft mal

Weg.)

Der folgende Satz charakterisiert Konservativitiat eines Vektorfeldes. Er liefert somit
eine Methode, um Problem|3.27([i) zu losen. Wir brauchen die folgende Definition. Sei
) C R" eine Teilmenge.

Definition 3.31 (Geschlossenheit eines Weges). Ein Weg v : [a,b] — Q heisst ge-
schlossen g. d. w. y(a) = v(b).

Wir nehmen jetzt an, dass €2 offen ist. Sei X : {2 — R" ein stetiges Vektorfeld.

Satz 3.32 (Charakterisierung der Konservativitit eines stetigen Vektorfeldes mittels
Wegintegrale). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) X ist konservativ.

(b) Das Wegintegral von X lings eines stetigen Weges hingt nur von den Endpunkten
des Weges ab, d. h.: Falls v; : [a;,b;] — Q, i = 0,1, stetige Wege sind, sodass
Yo(ao) = m(a1) und o(bo) = 71(b1), dann gilt

/X-d%:/X-dvl.

(¢c) Das Wegintegral von X lings jedes stetigen geschlossenen Weges ist gleich null.

Beweis: :>@: siche Seite
(a)<==(b) folgt aus Satz (Siehe unten.)

@ <= (] folgt aus dem Beweis von [Stra, Satz 7.4.2, S. 168]. (Siehe auch [Stral Satz
74.3, 8. I71].)

Beispiel. [Wegintegral, nicht-konservatives Vektorfeld] Wir betrachten das Vektorfeld

X :R? > R? X(x)'—<_x2)
. b} - 1 .

T

Behauptung: X ist nicht konservativ.
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Beweis: Wir betrachten den Weg
v :[0,27] — R?, v(t) := (cost,sint).

Dieser Weg ist geschlossen. Geméss Beispiel [6.7] ist das Wegintegral von X lings v
gegeben durch

/X-d’y:27r7é0.

Gemiiss dem Kontraponierten von Satz [3.32(ja)==(c|) ist X daher nicht konservativ.

Falls das Vektorfeld X konservativ ist, dann kénnen wir dafiir mittels des Wegintegrales
und des Satzes ein Potential konstruieren. Das ist Teil des folgenden Satzes. Um
diesen Satz zu formulieren, brauchen wir die folgende Definition. Sei {2 C R™.

Definition 3.33 (weg-zusammenhingend, konvex). (i) Q heisst weg-zusammenhéngend
g. d. w. es fiir jedes Paar von Punkten xqg,x; € ) einen stetigen Weg~ : [0,1] — Q
von xo nach x1 gibt, d. h.

(i) = @, firi=0,1.

(ii) € heisst konvex g. d. w. fir jedes Paar von Punkten xo, x1 € Q und jedest € [0,1]
qgilt:

Beispiele 3.34. [weg-zusammenhéingend, konvex]
e Falls () konvex ist, dann ist {2 weg-zusammenhéingend, da dann fiir jedes Paar

von Punkten xg,z; € ) die Funktion v wie in (3.30) ein stetiger Weg von z
nach xp ist.

e Jeder (offene oder abgeschlossene) Ball ist konvex. Insbesondere ist R" konvex.

e Wir betrachten den Fall n = 1. Eine Teilmenge von R ist genau dann weg-
zusammenhéingend, wenn sie ein (moglicherweise leeres oder unbeschrianktes) In-
tervall ist.

Sei €2 C R™ offen und X : 2 — R™ ein stetiges Vektorfeld.

Satz 3.35 (Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes). Wir nehmen an, dass
das Wegintegral von X lings eines stetigen Weges nur von den Endpunkten des Weges
abhdngt, d. h., dass Bedingung (@) (S. @) erfillt ist. Wir setzen auch voraus, dass €2

weg-zusammenhdngend ist. Sei xo € 2. Wir definieren die Funktion

f:Q—=R, f(z) = /X - dYys (3.31)
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wobei fir jedes x € Q a, < b, reelle Zahlen sind und 7y, : [az, by] — Q ein stetiger Weg
von xg nach x ist. Es gilt:

(i) f ist ein Potential fir X, d. h., f ist differenzierbar und Vf = X.

(i) Falls g ein Potential fir X ist, dann gibt es eine Konstante C € R, sodass

g=rf+C.

Beweis: (i) folgt aus der Behauptung im Beweis von [Stra, Satz 7.4.2, S. 168|.
folgt aus [Stra| Satz 7.4.1, S. 168].

Bemerkungen. [Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes]

e Die Funktion (3.31) ist wohldefiniert, d. h.:

(a) Ein Weg ~, wie in dieser Definition existiert.

(b) Das Wegintegral auf der rechten Seite héngt nicht von der Wahl von ~, ab.
@ gilt gemiiss Definition [3.33[[i}) (weg-zusammenhiingend). (]Eb folgt aus der Vor-

aussetzung, dass das Wegintegral von X léngs eines stetigen Weges nur von den
Endpunkten des Weges abhéngt.

Satz[3.35]|beschreibt alle Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes mit-
tels Wegintegrale. (Dass der Satz alle Potentiale beschreibt, folgt aus Aussage
) Je zwei Potentiale unterscheiden sich durch eine additive Konstante, falls
das Gebiet () weg-zusammenhéngend ist.

Wir betrachten den Fall n = 1. In diesem Fall folgt Satz aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion X : 2 C R — R. Um das
zu sehen, wéhlen wir a, = xg, b, == x, Y, : [az, bs] = [20, 2] = Q, 72(t) :==t. Es
gilt

d

also  Vf(z)=f(z) = %/mX(t)dt = X(x),

geméss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion
X.
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Wir nehmen an, dass {2 weg-zusammenhéngend ist. Eine Methode, um die Probleme
13.27((i}ii) fiir ein gegebenes Vektorfeld X zu 16sen, ist die folgende:

Methode 3.36 (Konservativitét, Potential). o Wihle xy € Q) und fiir jedes x € 2
einen Weg v,.

Definiere f wie in (3.31).

Berechne V f.

Falls Vf = X, dann ist X konservativ und f ein Potential fir X.

Falls Vf # X, dann ist X nicht konservativ.

Die letzte Aussage folgt aus Satz|3.35).

Beispiele 3.37. [Konservativitdt und Potentiale eines Vektorfeldes] Wir verwenden
Methode 3.36) um die Probleme|3.27((ifii) fiir die folgenden Vektorfelder zu lgsen.

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitétsabbildung
X =id: Q:=R" = R", X(z) =z

Wir wahlen ein g € R™, der Einfachheit halber g := 0. Sei x € ). Wir definieren
der Einfachheit halber

v [0,1] = €, Ve(t) := (1 — t)zo + to = t.

Das ist ein stetiger Weg von 2y = 0 nach x. Wir definieren die Funktion f : 2 -+ R

wie in , d. h.
fa)i= [ X-dv,
- / X(3(t)) - 3u(t) dt

:/ tr - xdt
0

2|t
[EdR

t=0

2
_ =)

)
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Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. (Siche Beispiel [3.13|)
Ihr Gradient ist geméss Beispiel gegeben durch

Die Funktion f ist daher tatséchlich ein Potential fiir X. Somit haben wir das
obige Problem gelost.

(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

X :R* 5 R%, X(m)::(()).

X1

Wir wihlen ein xy € R, der Einfachheit halber zy := 0. Sei x € €). Wir definieren
der Einfachheit halber

ve o [0,1] = €, Ve(t) == (1 — )z + to = ta.

Wir definieren die Funktion f: Q — R wie in (3.31), d. h.

Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. Thr Gradient ist gegeben

durch
§>%(£>:X@'

X ist daher nicht konservativ. (Das folgt aus Satz|(3.35[l).)

N

<
=
8
~
I
N
8
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Beispiel 3.38. [physikalische Interpretation, konservatives Kraftfeld, Arbeit, Energie-
erhaltung] Wir betrachten ein Teilchen in © := R3, auf welches eine Kraft (z) wirkt, die
stetig vom Punkt z € R® abhingt. Wir nehmen an, dass konservativ ist. Wir fixieren
einen Punkt zy € (2 und definieren die Funktion f : 2 — R wie in mit X :=.
Eine differenzierbare Funktion U : R® — R, sodass

— VU

heisst potentielle Energie des Teilchens. Wir fixieren eine potentielle Energie U. (Da
konservativ ist, gibt es ein solches U.) Geméss Satz gibt es eine Konstante C|
sodass

-U=f+C. (3.32)

Die potentielle Energie ist also bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Sei

x € R3. Aus (3.32) folgt, dass
f(@) = f(xo) = =U(x) + U(xo).
Gemiss Beispiel und der Definition (3.31) ist f(z) — f(zo) = f(z) die Arbeit,

die das Kraftfeld am Teilchen verrichtet, wenn es sich via des Weges 7, von xy nach
x bewegt. Diese Arbeit ist also gleich der Differenz der potentiellen Energie an den
Punkten zo und x.

Falls v, der durch das Kraftfeld verursachte Weg des Teilchens ist, wird die am Teilchen
verrichtete Arbeit in kinetische Energie des Teilchens umgewandelt. In diesem Fall ist
daher die totale (=kinetische + potentielle) Energie des Teilchens am Anfang und am
Ende des Weges gleich. In einem konservativen Kraftfeld bleibt also die totale Energie
eines Teilchens erhalten. In einem System mit nur konservativen Kréften gibt es daher
kein Perpetuum mobile erster Art. Damit meinen wir eine Maschine, die netto Energie
erzeugt. Siehe Abbildung fiir ein Bild einer solchen Maschine.

Um die Implikation @):@ in Satz (3.32| (S. zu beweisen, brauchen wir das
folgende Lemma. Seien © C R" offen, f € C'(Q2) = C*(Q,R), a < b reelle Zahlen und
v e C'([a,b], ).

Lemma 3.39 (Wegintegral eines Gradientenfeldes). Das Wegintegral des Gradienten-
feldes V f lings des Weges ~y ist die Differenz der Werte von f in den Endpunkten von

v,
/Vfdvszwﬂ—fwm»

Beweis des Lemmas [3.39} Gemiss Satz (Kettenregel) gilt

FEOR0 = 5o, Vel (3.33)
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Abbildung 3.4: Ein Perpetuum mobile.

Daraus folgt, dass

/ Vfody= / VF((1)) A () dt

- / aF (4(£))3 (1)t
:/ %(fo'y)(t) dt (gemiiss )

= fo~y(b) — for(a) (gemiiss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Das beweist Lemma[3.39] [

Beweis der Implikation (a)=>(b) in Satz (3.32): Wir nehmen an, dass (a) gilt,
also, dass X konservativ ist. D. h., es gibt eine differenzierbare Funktion f : 2 — R,
sodass

Vf=X.

Seien ; : [a;, bi] — Q, 1 =0, 1, stetige Wege, sodass

’70((10) =M (al); ’Yo(bo) =M (bl) (334)
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Fall: +y und 7, sind stetig differenzierbar. Dann gilt

/X dryo = /Vf dro

= f(70(bo)) — f(70(ao)) (gemiiss Lemma
= f(ni(b1)) = f(m(a1))  (geméss (3.34))

= /Vf - dy (geméss Lemma |3.39)

Also gilt @ Die allgemeine Situation, in welcher vy und ~; nur stetig sind, kénnen
wir auf den Fall stetig differenzierbarer Wege reduzieren, indem wir 7y und ~; durch
stetig differenzierbare Wege annéhern.

Das beweist die Implikation :>@ in Satz 0

3.4 Charakterisierung der Konservativitit mittels
Ableitungen, Integrabilititsbedingung,
Rotation eines Vektorfeldes

Zusatzlich zu Satz [3.32] kénnen wir die Konservativitit eines Vektorfeldes mittels Ab-
leitungen statt Integrale charakterisieren. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes. Wir
brauchen die folgende Definition. Wie in schreiben wir S%~!(z5) C R? fiir die
Sphére mit Mittelpunkt xo und Radius . Im Fall d = 2, 2o = 0 und r = 1 ist das der
Einheitskrei{"]

St = 51(0).

Definition 3.40 (einfach zusammenhéingend). Eine Teilmenge 2 C R™ heisst einfach
zusammenhéngend ¢. d. w. Q weg-zusammenhdngend ist und fiir jede stetige Abbildung
v : 8t — Q es eine stetige Abbildung h : [0,1] x ST — Q gibt, sodass

h0,y) = y(y), Yy € S*, 7 = h(1,-): ST — Q st konstant

Bemerkungen. [Schleife, Homotopie]

e Eine stetige Abbildung v : ST — Q heisst Schleife in Q.

13Tn der Mathematik bezeichnet Kreis den Rand der Kreisscheibe (ohne das Innere).
My (y) = h(1,y)
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e Eine Abbildung h wie oben heisst Homotopie zwischen v und +'. Das erklart die
Wahl des Buchstabens h.

Beispiele 3.41. [(nicht-)einfach zusammenhéngend]

e Jede konvexe Teilmenge von R™ ist einfach zusammenhéngend. (Kénnen Sie eine
Homotopie h von einer gegebenen Schleife zu einer konstanten Schleife finden?)
Gemaéss Beispiel ist also jeder Ball einfach zusammenhéngend. Insbe-
sondere gilt das fiir R™.

e Der Kreis Q) := S ist nicht einfach zusammenhiingend. Fiir die Identitéitsabbildung
id : S — S! gibt es niimlich keine Homotopie zu einer konstanten Abbildung.
Das folgt aus dem Beweis von |[Hat02, Theorem 1.7, p. 29].

e Aus dem letzten Beispiel folgt, dass die offene Teilmenge 2 := R? \ {0} von R?
nicht einfach zusammenhéngend ist. Alternativ folgt das auch aus Korollar m

unten. Siehe Beispiel

Sein € N, Q C R” offen und X : Q — R” ein C*-Vektorfeld.

Satz 3.42 (Charakterisierung der Konservativitiat mittels partieller Ableitungen, Integrabilitdtsbedingu
Falls X konservativ ist, dann erfillt es die Integrabilitdtsbedingung

DX'=D,X'.  Vijj=1,...n (3.35)

(ii) Falls Q einfach zusammenhdngend ist und (3.35)) erfillt ist, dann ist X konser-
vativ.

Beweis: : S.

: [Strbl Satz 9.9.3. ii), S. 308] Dieser Satz charakterisiert die Konservativitéit eines
Vektorfeldes. Er liefert somit eine weitere Methode, um Problem [3.27[fi) zu lésen.

Beispiele 3.43. [Charakterisierung der Konservativitit mittels partieller Ableitungen,
Integrabilitdtsbedingung]

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitétsabbildung
X :=id: Q:=R" - R", X(z) =z
Seien 7,7 € {1,...,n} und = € Q. Wir berechnen

1, fallsi=j,

() — &
DiX(x) = 0 : { 0, sonst.

= D; X"(x).
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Also erfiillt X die Integrabilititsbedingung (3.35). Gemaéss Beispiel |3.41{(3.41) ist
) = R™ einfach zusammenhédngend. Geméss Satz ist X daher konservativ.

Das stimmt mit dem iiberein, was wir in Beispiel |3.37|{i) herausgefunden haben.
(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

0
.0 — R2 2 —
X:Q:=R* =R, X(:c).—<x1+e(ex2)).

Firi=1,j =2 und x € Q) berechnen wir

D X?*(z)=1+0

£0
= DQXl(LU)

Daher ist X nicht konservativ.

Bemerkungen. [Charakterisierung der Konservativitdt mittels partieller Ableitun-
gen, Integrabilitdtsbedingung]

e Im Beispiel |3.43(ii) konnen wir alternativ versuchen, Methode anzuwenden.
Dazu miissen wir fiir jedes z € R™ das Wegintegral [ X - dv, fiir ein geeignetes
v berechnen. Es scheint schwierig, ein 7, zu finden, wofiir wir dieses Integral

explizit berechnen koénnen. (Versuchen Sie es!) In diesem Fall ist also die obige
auf Satz beruhende Methode einfacher.

e Falls €2 nicht einfach zusammenhéngend ist, dann folgt aus der Integrabilitdtsbedingung

(3.35) im Allgemeinen nicht, dass X konservativ ist. Fiir ein Gegenbeispiel siehe
Ubungsserie 6 (Nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf
nicht-einfach zusammenhédngendem Gebiet).

Als Anwendung von Satz [3.42(fii) erhalten wir die folgende hinreichende Bedingung
dafiir, dass eine offene Menge nicht einfach zusammenhéngend ist.

Korollar 3.44 (Nicht-einfacher Zusammenhang). Eine offene Teilmenge Q@ C R™ ist
nicht einfach zusammenhingend, falls es ein C'-Vektorfeld X gibt, das die Integrabi-
litatsbedingung erfillt, sowie einen geschlossenen stetigen Weg v : |a,b] — €,
sodass das Wegintegral von X ldngs v ungleich 0 ist.

Beweis des Korollars Aus Satz und Satz|3.32|la)==(c) folgt:

Wenn (2 einfach zusammenhingend ist, dann ist fiir jedes C!'-Vektorfeld X, das die
Integrabilitdtsbedingung (3.35)) erfiillt und jeden geschlossenen stetigen Weg ~ in €
das Wegintegral von X langs v gleich 0.
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Das Kontraponierte dieser Aussage ist die Aussage des Korollars. Somit haben wir das
Korollar bewiesen. [

Beispiel 3.45. [Nicht-einfacher Zusammenhang] Behauptung: Die Menge
Q:=R*\ {0}
ist nicht einfach zusammenhéngend.
Beweis: Wir betrachten das C*-Vektorfeld
(o)
T

=

X:Q— R X(x) :=

Dieses Vektorfeld erfiillt die Integrabilitatsbedingung (3.35). (Siehe Ubungsserie 6,
nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf nicht-einfach zusam-
menhéngendem Gebiet.) Wir betrachten den geschlossenen stetigen Weg

v : [0, 27] — €, v(t) := (cost,sint).
Wir haben
/X ~dy =271 # 0.

Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel Gemiiss Korollar folgt daher,
dass €2 nicht einfach zusammenhéngend ist.

In den Féllen n = 2 und n = 3 bedeutet die Bedingung (3.35) in Satz dass die
Rotation des Vektorfeldes X verschwindet. Diese Rotation ist wie folgt definiert.

Definition 3.46 (Rotation eines Vektorfeldes). (i) Fall n = 2: Sei Q C R? offen
und X : Q — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren die (skalare)
Rotation (oder Wirbelstirke) von X als die reellwertige Funktion

0X? B oX!
oxl 0x?

rot X := D1 X% — Dy X! = Q) =R

(11) Falln = 3: Sei Q C R3 offen und X : Q — R? ein differenzierbares Vektorfeld.
Wir definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dy X3 — D3 X2
rotX =V xX:=| D X'—D;X? |: Q=R
D X2 — Dy X!
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Bemerkung. Formal ist V x X das Kreuzprodukt von V = (D1, D,, D3) mit X. Das
ist der Grund fiir diese Notation.

Beispiele. [Rotation eines Vektorfeldes]

e Das Vektorfeld
X:R25R, X(z):= ( 2 ) (3.36)
hat Rotation
rot X (v) = D1 X?*(x) — Do X' (2) =1~ (—1) = 2.
e Das Euler-Vektorfeld
X :=id:R* = R%, X(z) ==z,

hat Rotation

Dy X3 — DyX? 0-0
rotX(z) = DsX'—DX? |(x)=| 0-0 | =0.
D1X? — Dy X! 0—-0

Bemerkung. [Integrabilitdtsbedingung und Rotation] In den Féllen n = 2 und n = 3
ist die Integrabilitdtsbedingung (3.35) ist dquivalent zur Wirbelfreiheit von X, d. h.,
zur Bedingung

rot X =0 (n=2), respektive  totX =0 (n=3).

Der Name Rotation fiir rot X kommt davon, dass das Vektorfeld (3.36) eine nicht-
verschwindende Rotation hat und sein Fluss durch Rotationen (Drehungen) gegeben
wird. Um das zu erkldren und zu prézisieren, brauchen wir die folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.47. [Fluss eines Vektorfeldes]|Wir betrachten ein C*'-Vektorfeld X auf
R™ und einen Punkt xy; € R™. Es gibt ein offenes Intervall I, das 0 enthalt und eine
stetig differenzierbare Losung x : I — R™ des Systems von gewdhnlichen Differential-

gleichungen
t=Xox (3.37)

und der Anfangsbedingung
z(0) = xo. (3.38)

(Siehe [Stra, Satz 7.5.1, S. 185].) Die Losung ist eindeutig, im Sinn, dass jedes Paar
von Losungen auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle iibereinstimmt. Der Flus

5Dieser Begriff des Flusses unterscheidet sich vom Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche, der
in den S#tzen von Stokes und Gaufl auftritt. (Siehe spéter.)



104 KAPITEL 3. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

des Vektorfeldes X ist eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U von R x R™ nach
R™ die durch die Gleichung

ox(t,zg) == z(t)

definiert ist, wobei x die eindeutige Losung von (3.37)3.38) ist. U ist dabei maximal.

Beispiel 3.48. [Fluss eines Vektorfeldes|] Fiir jedes ¢ € R betrachten wir das Vektorfeld

X.:RPSREL X(2) = c( N ) . (3.39)

T
Der Fluss von X, ist gegeben durch
Yx, : U=Rx R2 — R2, QDXC(t,.TO) = Rct(ﬂfo),

wobei R, die Drehung um den Ursprung in R? um den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn
bezeichnet. (Uberpriifen Sie, dass diese Abbildung ¢y, die Bedingungen (3.37|3.38)
16st!)

Bemerkungen 3.49. [Motivation fiir den Namen Rotation]
(i) Wir betrachten den Fall n = 2 und das Vektorfeld X, wie in (3.39). Geméss

Beispiel ist der Fluss dieses Vektorfeldes durch Drehung um den Ursprung
7o := 0 gegeben. Die Rotation von X, im Punkt z € R? ist

rot Xo(z) = ¢(Dy1a' — Dy(—2?))
=2c
= 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X, hervorgerufenen Drehung.

Das motiviert den Namen Rotation von X fir rot X.

(ii) Wir betrachten jetzt den Fall n = 3. Sei A € R®*? eine antisymmetrische Matrix,
d. h. AT = —A. Wir betrachten das Vektorfeld X auf R, das durch

X(z) = Ax

gegeben ist. In diesem Fall kénnen wir die Rotation von X wie folgt geometrisch
beschreiben. Wir schreiben A’; fiir den (i, j)-ten Eintrag von A. Wir definieren

A3,
vi=| Al |. (3.40)
A%

Der Zeit-t-Fluss von X (definiert wie in Bemerkung|3.47)) ist durch eine “Drehung
um tv” gegeben, d. h. eine Drehung um die Achse m um den Winkel ¢[jv||, falls
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v # 0, und durch die Identitét, falls v = 0. Das folgt aus Bemerkungund die
Tatsache, dass es eine Orthonormalbasis vy, vy, v3 von R? gibt, sodass X (v;) = vy,
X (vg) = —v1, X(v3) = 0. (Warum gibt es eine solche Basis? Tipp: Definieren Sie
vg :=v/||v]], falls v # 0.)

Die Rotation des Vektorfeldes X im Punkt z € R? wird durch zweimal die Win-
kelgeschwindigkeit dieser Drehung gegeben, d. h.

rotX (z) = 2v = 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X erzeugten Drehung.
(3.41)
Das motiviert den Namen “Rotation von X" fiir rotX.

(iii) Aus der obigen Bemerkung ergibt sich die folgende stromungsmechanische Inter-
pretation der Rotation eines Vektorfeldes. Sei 0 # A € R3*3 eine antisymmetri-
sche Matrix. Wir betrachten eine stromende Fliissigkeit, deren Geschwindigkeit
im Punkt z € R® durch

v(x) = X(z) = Ax
gegeben ist. Wir platzieren einen kleinen harten Ball im Ursprung von R®. Nach

einer gewissen Einlaufzeit dreht sich der Ball mit der Stromung mit, d. h., er
dreht sich um die Achse r7 mit Winkelgeschwindigkeit ||v|l, wobei v wie in (3.40)

definiert ist. Das folgt aus Bemerkung (ii). Geméss (3.41)) ist die Rotation von X
also gleich zweimal die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Balles.

In den folgenden Bemerkungen stellen wir eine Verbindung zur komplexen Analysis
her. Wir zeigen mit Hilfe der Sétze und unter anderem, dass das komple-
xe Wegintegral einer holomorphen Funktion auf einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet nur von den Endpunkten des vorgegebenen Weges abhéngt.

Bemerkungen. [Holomorphie, Cauchy-Riemann-Gleichungen, Integrabilitdtsbedingung,
(komplexes) Wegintegral]

e Wie Sie in der komplexen Analysis gelernt haben, ist eine komplexwertige Funk-
tion f auf C holomorph, d. h. komplex differenzierbar, g. d. w. f die Cauchy-
Riemann-Gleichungen erfiillt|{"°Jede der beiden Cauchy-Riemann-Gleichungen ent-
spricht der Integrabilitdtsbedingung . Um das zu sehen, identifizieren wir
C mit R?. Seien Q2 C C = R? offen und

f=u+iw: QCC—-C
eine Funktion. Wir definieren

() e (1) e

16Fiir die Implikation “<=" nehmen wir an, dass f partiell differenzierbar und stetig ist.
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Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als z,y. Die Cauchy-Riemann-
Gleichungen fiir f lauten

ou Ov
9= oy (3.42)
ou v
Gleichung (3.42) ist dquivalent zu
D1Y2 - D2Y17

was dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung ist.
Gleichung ist dquivalent zu

D, X' = D, X2,
was ebenfalls dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung ist.

Wir nehmen jetzt an, dass f = v+ v : 2 — C holomorph ist und dass €2 einfach
zusammenhéngend ist. Sei v : [a, b] — ) ein stetiger Weg.

Behauptung: Das komplezxe Wegz’ntegmm

[ 1= [ s = [ ey dt

héngt nur von den Endpunkten von ~ ab.

Beweis: Es gilt (mit Re = Realteil)

Re ( / f) _ / X - dvy. (3.44)

(Uberpriifen Sie das!) Das Vektorfeld X = (u,—v) erfiillt wegen (3.43) die
Integrabilitatsbedingung (3.35). Geméss Satz [3.42((ii) ist X daher konservativ.
Gemiiss Satz |3.32 1@ hingt [ X - dy daher nur von den Endpunkten von

~v ab. Wegen (3.44) gilt dasselbe fiir Re (f7 f).
Analog gilt fiir Y = (v,u), dass (mit Im = Imaginérteil )

Im(lf)z/Y—dy.

Aus der ersten Cauchy-Riemann-Gleichung (3.42) folgt, Y konservativ ist. Daher
héngt Im ( f7 f ) nur von den Endpunkten von v ab. Damit folgt die Behauptung.

7siche die Vorlesung kompleze Analysis
18Hier tritt das Produkt der komplexen Zahlen f(v(t)) und 4(t) auf.
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3.5 Partielle Ableitungen héherer Ordnung,
Taylorpolynom, lokale Extremalstelle,
Hesse-Matrix

Seien 2 C R™ offen und k& € Ny = N U {0}.

Definition 3.50 (hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*). Wir nennen jede
Funktion f : @ — RP 0-mal partiell differenzierbar (keine Bedingung). Ihre (eindeutige)
partielle Ableitung O-ter Ordnung ist f. Rekursiv definieren wir fir k € N:

FEine Funktion f : @ — RP heisst k-mal partiell differenzierbar ¢. d. w. sie (k —1)-
mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen (k — 1)-ter Ordnung
partiell differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die
Funktionen D;g, wobei j € {1,...,n} und g alle partiellen Ableitungen von f (k—1)-
ter Ordnung durchlduft.

Wir nennen f k-mal stetig partiell differenzierbar (oder k-mal stetig differenzierbar
oder schlicht C*) g. d. w. f k-mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ablei-
tungen k-ter Ordnung stetig sind. Fir k € Ny definieren wir die Menge

C*(Q,RP) := C*(Q;RP) := {f : Q — RP| f ist k-mal stetig partiell differenzierbar}.

Wir nennen f beliebig oft stetig partiell differenzierbar (oder C* oder glatt) g. d. w. f
C* ist fiir jedes k € N,.

Bemerkungen. [hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*]

e (Rekursion) Die Definition der k-fachen Differenzierbarkeit beruht auf Rekursion
iiber k. In einer rekursiven Definition definieren wir zuerst ein Objekt oder einen
Begriff Ag und dann fiir jedes £ € N ein Objekt oder einen Begriff A, mittels
Aj_1. Zum Beispiel ist das Produkt A, := kn zweier natiirlicher Zahlen k,n
rekursiv definiert durch

Ao = O, Ak = Ak—l +n.

(Uberpriifen Sie, dass diese Definition mit Threr Intuition des Produktes iibereinstimmt!)

In der Definition ist Ay der Begriff der k-fachen partiellen Differenzierbarkeit
von f zusammen mit dem Begriff der partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung.

Zum Beispiel heisst f gemaéss dieser Definition 1-mal partiell differenzierbar
g.d.w. f1—1 = 0-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ablei-
tungen von f O-ter Ordnung partiell differenzierbar sin f ist 1-mal partiell

193 Sinn der Deﬁnition
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differenzierbar g. d. w. f partiell differenzierbar ist. In diesem Fall sind die par-
tiellen Ableitungen von f 1-ter Ordnung gerade die partiellen Ableitungen von

f

Als ein weiteres Beispiel heisst f geméss Definition 2-mal partiell differen-
zierbar g. d. w. f 1-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen
von f 1-ter Ordnung partiell differenzierbar sind. Das bedeutet, dass f partiell
differenzierbar ist und dass die partiellen Ableitungen von f ebenfalls differen-
zierbar sind.

e Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die Funktionen

0

e Jede k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion C*-Funktion f hat stetige
partielle Ableitungen i-ter Ordnung fiir i € {0, ..., k}. Das folgt aus:

— Propositionm (1-mal) stetig partiell differenzierbar = differenzierbar
— Proposition differenzierbar = stetig

Jede C*-Funktion ist also auch von der Klasse C*¥~1, ... C°.
e CY(,RP) ist die Menge der stetigen Funktionen von €2 nach RP.

e Die Definition von C* im Skript [Stra] (Definition 7.5.1, S. 171, Definition 7.5.2,
S. 173) ist ein wenig anders formuliert. Sie ist dquivalent zur Definition

Beispiel. Jedes Polynom auf R" E ist glatt. Das folgt aus einem Argument wie in

Beispiel

Eine wichtige Eigenschaft einer C*-Funktion ist, dass es fiir eine solche Funktion nichts
ausmacht, in welcher Reihenfolge wir die partiellen Ableitungen nehmen. Das ist der
Inhalt des folgenden Satzes von Schwarz. Seien n € N, Q C R™ offen, f € C*(Q) =
C*(Q,R)und 4,5 € {1,...,n}.

Satz 3.51 (Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationer@. Es qilt
D;D;f = D;D,f.

Beweis: [Stral Satz 7.5.1, S. 171]

Dieser Satz ist nach Hermann Schwarz benannt, siche Abbildung|3.5

20im Sinn der Deﬁnition
2lsiehe die Definition in Beispiel

22Mit “Differentiation” meinen wir “Ableitung nehmen”.
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Abbildung 3.5: Hermann Schwarz, 1843-1921, deutscher Mathematiker.

Beispiel. [Satz von Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationen] Wir betrachten
die Funktion

f:R*=R, f(x) == 125
(z; := i-te Koordinate von x) Diese Funktion ist von der Klasse C?. (Sie ist sogar

glatt.) Wir berechnen

D1f<56) = (II%, also Dngf($> = DQ(le)($) = 21’2,
Dof(x) =21 - 2x9, also DyDyf(x) =229 = DyD1 f(2).

In diesem Beispiel haben wir also die Aussage des Satzes durch eine direkte Rech-
nung gezeigt.

Bemerkung. [Vertauschen partieller Differentiationen] Die Aussage des Satzes
ist falsch, falls wir nur voraussetzen, dass f zweimal partiell differenzierbar ist. Ein
Beispiel dafiir ist die Funktion f : R?> — R gegeben durch

zy(a? — y?)
fly) =< 21y als (z,y) # (0,0),

0, anders.
Diese Funktion ist ndmlich zweimal partiell differenzierbar mit
0,0,f(0,0) =1 # —1 = 0,0, f(0,0).

(Rechnen Sie das nach!)

Aus Satz folgt, dass die Reihenfolge partieller Differentiationen keine Rolle spielt,
falls die gegebene Funktion geniigend oft stetig partiell differenzierbar ist. Das ist der
Inhalt des folgenden Korollars. Sei m € N.



110 KAPITEL 3. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

Korollar 3.52 (Vertauschen partieller Differentiationen). Partielle Differentiationen
diirfen beliebig vertauscht werden, falls eine C™-Funktion insgesamt m-mal partiell
differenziert wird.

Beweis: Das folgt aus Satz
Bemerkungen. [Vertauschen partieller Differentiationen] Zum Beispiel gilt, dass
DyDsDsf = DsD3Dsf,
falls f C3 ist.
Eine weitere Anwendung von Satz ist Satz [3.42(i), welcher besagt, dass jedes
konservative C'*-Vektorfeld X die Integrabilititsbedingung (3.35) erfiillt, also
D; X’ = D; X", Vi, j=1,...,n.
Beweis von Satz (3.42(i): Da X konservativ ist, besitzt es ein Potential, also eine

differenzierbare Funktion f : Q — R, sodass Vf = X. Da X (von der Klasse) C" ist,
ist f C?. Fiir alle i,5 € {1,...,n} gilt

DX’ = D;D;f (wegen Vf = X)
=D;D;f (geméss Satz da f C? ist)
= D; X' (wegen Vf = X).
D. h., X erfiillt die Integrabilititsbedingung (3.35). Das beweist Satz[3.42[i). O

Sei m € {—1,0,1,...}. Wie im eindimensionalen Fall kénnen wir eine C™-Funktion
f durch ihre Taylorformel ausdriicken. Das ist der Inhalt des néchsten Satzes. In der
Taylorformel kommt das Taylorpolynom m-ter Ordnung von f vor. Aus der Formel
folgt, dass das Taylorpolynom die Funktion f annédhert. Da Polynome einfache Funk-
tionen sind, werden Funktionen in vielen Anwendungen daher nédherungsweise durch
ihre Taylorpolynome ersetzt.

Seien k € Ny und aq,...,a; € R. Im Fall £ = 0 haben wir die leere Liste von Zahlen.
Wir schreiben i

Hai = Qayp Qg

i=1

fiir das Produkt dieser Zahlen. Im Fall £ = 0 nennen wir Hf:lo a; das leere Produkt. Das
ist das Produkt aller Zahlen in der leeren Liste. Wir verwenden dann die Konvention

k=0
H a; = 1.
i=1
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Seien n,m € Ng, 2 C R" offen, f : 2 = R und zq € Q. Falls m > 0, dann nehmen wir
an, dass f m-mal partiell differenzierbar ist.

Definition 3.53 (Taylorpolynom). Wir definieren das Taylorpolynom von f m-ter
Ordnung zum Entwicklungspunkt o als die Funktion T}, : R" — R gegeben durc

T () =) % > Dy Dy flo) [ [ (2 = o) (3.45)

k=0 " d1,..ik=1 j=1

=f(xo) + Z D, f (o) (x — o)™ + % Z Dy, Dy, f (o) (2 — w0)" (x — 20)"

i1=1 11,42=1

1 A .
4o — Z D; Dy flao)(z — x) - - - (x — ).
Bemerkungen. [Taylorpolynom|]
o In dieser Formel tritt k! := [[*,i=1-2---- -k (k Fakultit) auf. Im Fall & = 0

ist das das leere Produkt 0! = _1

e Im Fall m = —1 ist die rechte Seite von (3.45)) eine leere Summe. Diese ist als 0
definiert. Daher ist

-1
T/l =0.

e Im Fall m =0 ist
qu’xo = f(ll}'o)

e Im Fall m =1 ist
Tjop(w) = f(20) + 3 Dif (z0) & = o)’

= f(xo) + df (z0) (z — o).

Das ist die beste affine Néherung von f im Punkt z, die wir in (3.10) kennenge-
lernt haben. Das Taylorpolynom verallgemeinert also die beste affine Ndherung.

e In [Stra, Bemerkung 7.5.3, S. 174] wird die Notation

Tmf(xv CUO) = T]Tzo ($)

verwendet.

23Fiir jeden Vektor v € R™ und jeden Index i = 1,...,n bezeichnet v* hier die i-te Koordinate von
v.
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Beispiel 3.54. [Taylorpolynom|Wir betrachten die Funktion
f:R" =R, f(z) = sin (||z]?) .

Wir berechnen das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xq :=
0 fiir m = 0,1,2. Dazu berechnen wir mittels der Kettenregel und der Leibnizregel
(=Produktregel)

D;f(z) = cos (||z]|*)-2x;, D;D;f(x) = —sin (||||*)-22;-2z;+cos (||z]|*)-26;:, Vi, j = 1

. 1, fallsi =y,
wobei 0ji = { 0. sonst. )
Daraus folgt, dass
T ,o(@) = f(0) =0, T}, ol ) + Z D;, f(0)(z —0);, =0+0=0,
i1=1
1 n
Tf960 O =f +ZDl1f - 11+§ Z D12D11f(0)<x_0)11(x_0)12

i1=1 i1,i0=1

1 — )
:0+0+§Zl-2xi

=l

In der Formel (3.45) fir das Taylorpolynom kommen viele gleiche Terme vor. Zum
Beispiel enthélt sie fiir £ = 2, i1 = 1, i5 = 2 die beiden Terme

1 1

§D2D1f($0)(l’ — ZEQ)I(ZE — I(])Q, §D1D2f(l’0)(l' - I0)2(l’ — ZL‘Q)l,

die geméss dem Satz von Schwarz gleich sind. Wir brauchen daher nicht alle
hoheren partiellen Ableitungen auszurechnen, um ein Taylorpolynom zu berechnen.
Mit Hilfe sogenannter Multi-Indizes kénnen wir das Taylorpolynom so umschreiben,
dass solche Terme zusammengefasst werden. Ein Multi-Index ist ein Element o =

(aq,...,a,) € N§. Sei a € Nj ein Multi-Index. Wir schreiben
lal :=a1+ -+ ay, =: Ordnung (=: Lénge) von «,
al =aq! !,

k!
(k> = — (fiir & := |a|, Multinomialkoeffizient),

e’ al
v* =t oo Vv € R",

n

0% := D" =Dy --- D"

) "7n7
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Beispiel. [Multi-Index-Schreibweise] Fiir n = 3, a := (0, 3,2) € N3 und v := (2, —1,4)
gilt

k:=l|a]=0+3+2=05,
al =0!-31-21 = 12,

k 5!
(a) - 0!-31.2! =10,

v = (27 _174)(073’2) = 20 ’ (_1)3 : 42 = _16’
D® = D3D3 = DyDyDyD3Ds.
Seien m € Ny, f € C™(Q), zp € Q und x € R™.

Proposition 3.55 (Taylorpolynom in Multi-Index-Schreibweise). Das Taylorpolynom
17, st gegeben durch

m 1 .
Ti@) =d. 3. D)=  vYreR"
k=0 aeNZ:|a|=k

Bemerkung. Diese Proposition entspricht [Stra] Bemerkung 7.5.3]. Dort steht fiir
k = m anstelle von 5 der falsche Faktor %

Diese Proposition folgt unmittelbar aus dem néchsten Lemma. Seien £ € Ngy, f €
Ck(Q), 79 € Q und v € R™.

Lemma 3.56 (partielle Ableitungen und Multi-Indizes). Es gilt

| Z D;, -+ Di, f(x0) Hvij = Z (i) D f(zo)v®. (3.46)

a€eNp: |a|=k

Beweis von Lemma|(3.56} Fiir jedes k-Tupel I = (I, ..., 1) € {1,...,n}* definieren
wir den Multi-Index o € Nj durch

af == Anzahl j € {1,...,k}, sodass I; = i, Vie{l,...,n}. (3.47)

Sei @ € Nj. Wir schreiben k := |a|. Es gilt

k!
Anzahl T € {1,...,n}*, sodass o’ =« = <k> = —. (3.48)
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Das folgt mittels Induktion {iber n. Es gilt

k

Y Di-Diflo) [ v

i1peemif=1 j=1
_ ST DI DY gl

a€eNp: |a|=k Ie{l,...,n}F: al=a

(aufgrund des Satzes (Schwarz) und weil Multiplikation von Zahlen kommutativ ist)

= Z (loi) D f(zo)v®.

aeNy: |a|=k

Das beweist (3.46) und schliesst den Beweis von Lemma und damit von Proposi-
tion [3.55| ab. [J

Bemerkungen. [Multi-Indizes, Formel (3.48)]

e Anschaulich kénnen wir die Formel wie folgt interpretieren. Wir fassen
die Zahlen 1,...,n als Buchstaben auf und betrachten die Menge {1,...,n} als
ein Alphabet. Jedes I = (I1,...,I;) € {1,...,n}¥ ist ein Wort der Linge k im
Alphabet {1,...,n}. (Wir denken uns dabei die Klammern und die Kommas
weg.) Auf der linken Seite der Formel tritt die Menge

{re{1,...,n}"|a" =a} (3.49)
auf, welche anschaulich aus allen Wortern der Lange k& im Alphabet {1,...,n} be-
steht, in denen genau «; mal der Buchstabe 1, as mal der Buchstabe 2 u.s.w. vor-
kommt. (Vergleiche mit (3.47).) Formel (3.48) sagt, dass diese Menge <§> Ele-

mente besitzt.

e Wir fixieren die Wortldnge k£ und stellen uns eine Reihe mit £k leeren Qudraten
vor. Jedes Wort in entspricht einer Moglichkeit, genau «; Quadrate mit
dem Buchstaben 1 zu fiillen, ay Quadrate mit dem Buchstaben 2 u.s.w. . Es
entspricht also einer Wahl einer Menge S; von a; Quadraten, einer Menge S,

von s Quadraten u.s.w. . Die Anzahl aller solcher Wahlen ist (];) Das ist

eine kombinatorische Aussage, die mittels Induktion iiber die Linge n unseres
Alphabets bewiesen werden kann.

e Wir betrachten den Fall n = 2. Dann entspricht eine Wahl wie oben genau einer
Wahl von a; Quadraten. Wie Sie in der Mittelschule gelernt haben, ist die Anzahl
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solcher Wahlen gleich dem Binomialkoeffizienten

(k;) B k! R (k)
o) aglk—ao)! oglag! \a/’

Das stimmt mit der Formel (3.48) {iberein.

e Der Multinomialkoeffizient <§> tritt im Multinomialsatz auf, welcher besagt,

dass fiir jedes k € Ny und = = (ml, e ,xn) € R" gilt

(o) - 5 ()

aeNE: |al=k

(2) ist also der Koeffizient vor dem Term z® in der Entwicklung der k-ten Potenz

der Summe Z?:l r; =x1+ -+ x,. Im Fall n = 2 ist der Multinomialsatz der
binomische Lehrsatz. Das erklart den Namen Multinomialkoeffizient.

Seien m € Ny, f € C™(Q) und zg, z € Q, sodass
z=(1—t)zg+tr €Q, Vtel0,1].

Satz 3.57 (Taylorformel). Es gibt eine Zahl 0 € (0,1), sodass gilt

flo) =T (@) + > ém Flae)(z — x0)*. (3.50)

aeNp: |al=m+1

Beweis: [Stral Satz 7.5.2, S. 174]

Bemerkungen. [Taylorformel]

e Die Aussage des Satzes gilt auch im Fall m = —1, falls wir § = 1 ebenfalls
zulassen. (3.50) besagt dann, dass

flz) =T;, (x) + f(xg) = 0+ f(xe).
Diese Gleichheit stimmt fiir 8 = 1.

e Im Fall m = 0 sagt der Satz, dass es ein 0 gibt, sodass

f(@) = f(x0) + Df (2g)(x — o).

Im Fall n =1 ist das die Aussage des Mittelwertsatzes aus Analysis 1.
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e Im Fall n = 1 haben Sie Satzm 3.57|in Analysis 1 gesehen. Siehe [Stra, Satz 5.5.1,
S. 96]. (Uberzeugen Sie sich, dass die obige Formel und die Formel in [Stra) Satz
5.5.1, S. 96] in diesem Fall iibereinstimmen!)

Definition 3.58 (Restglied). Wir definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum
Entwicklungspunkt xq als die Funktion
to = = Tie 2= R

Bemerkung. In [Stra, Bemerkung 7.5.4 i), S. 174] wird das Restglied mit r,, f(-; x¢)
bezeichnet.

Sei r € (0,00), sodass B, (z¢) € Q. Wir definieren

m+

n a n nn
Crm = Ci fwor = mmax{!l? f)| ’ a€Ng:laf=m+1,y€ Br(xo)}'

Auf der rechten Seite tritt das Maximum der Zahlen |D® f(y)| auf, wobei « iiber alle
Elemente von N2 mit |a| = m 4 1 lduft und y iiber alle Elemente von B, () lduft.
Dieses Maximum existiert, da geméss Korollar jede stetige Funktion auf einer
kompakten Menge ein Maximum besitzt.

Proposition 3.59 (Restglied). Es gilt
| R ()] < Crallz = o™, V¥ € By (x0).

Beweis: Das folgt aus Satz

Bemerkung. [Taylorndherung, Restglied] Wir sagen, dass eine Funktion g : 2 — R
die Funktion f (um den Punkt z() in m-ter Ordnung néhert, falls

f(x) —g(x)
[l = o™
Gemiiss Proposition [3.59] gilt
fx) =T, (x)

[l = o™

—0 fir T — Xo.

< Cullr — x| = 0 fiir T = To

(falls f C™*1 ist). Daher nihert das Taylorpolynom m-ter Ordnung die Funktion f in
m-ter Ordnung. Den Unterschied f — T7", . also das Restglied, konnen wir als Fehler
dieser Nédherung sehen. Dieser Fehler hat die Ordnung m + 1, d. h., er ist durch eine
Konstante mal 7! beschrinkt, wobei

re = ||z — x|

der Euklidische Abstand zwischen zy und z ist. Zum Beispiel ndhert das Taylorpolynom
nullter Ordnung die Funktion bis auf einen linearen Fehler. Das Taylorpolynom erster
Ordnung néahert die Funktion bis auf einen quadratischen Fehler, u.s.w. .
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Sei f: 2 — R eine Funktion und xg € €.

Definition 3.60 (strikte lokale Extremalstelle). Wir nennen zy eine lokale Minimal-
stelle von f ¢. d. w. es eine Umgebung U von xq in €2 gibt, sodass

f(@) = flxo), Vo eU\{xo}.

Wir nennen xq eine strikte lokale Minimalstelle von f ¢. d. w. diese Bedingung mit
“>7 ersetzt durch “>7 erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Maximalstelle von f ¢. d. w. die analoge Bedingung
mit “>7 (“>7) ersetzt durch “<” (“<”) erfillt ist.

Wir nennen x eine (strikte) lokale Extremalstelle von f g. d. w. xo eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle ist.

Bemerkung. [lokal] Das Wort lokal bedeutet in einer (mdéglicherweise kleinen) Um-
gebung des gegebenen Punktes. Eine lokale Extremalstelle zy von f ist also eine Extre-
malstelle von f in einer Umgebung von xg.

Bemerkung. [lokales Minimum der potentiellen Energie und Stabilitdt] In der Physik
sind lokale Extrema zum Beispiel darum wichtig, weil eine gegebene Lage eines stati-
schen mechanischen System stabil ist, falls die potentielle Energie in dieser Lage ein
striktes lokales Minimum annimmt.

Sei zg € 2 ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 3.61 (kritischer Punkt). xq heisst kritischer (oder stationdrer) Punkt von
f g. d. w. die Ableitung von f in xy verschwindet, d. h.

Bemerkung 3.62. [kritischer Punkt] Im Fall n = 1 ist zq genau dann ein kritischer
Punkt von f, wenn f’(zo) = 0.

Sei jetzt f € C*(Q) und x¢ € Q.

Definition 3.63 (Hesse-Matrix). Wir definieren die Hesse-Matrix von f im Punkt z
als die quadratische Matrix

Hess (o) == (DiD; f(x0))}

ij=1"

Bemerkungen. e Gemiss dem Schwarz ist die Hesse-Matrix symmetrisch,
d. h.
HeSSf<J]0)Z'j = HQSSf(ZL'())jZ‘, VZ,] = 17 e, n.
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Beispiel 3.64. Wir betrachten die Funktion
f:R* =R, f(z) =2 + 2129 + 23

Die Hesse-Matrix von f an der Stelle zy € R? ist gegeben durch

Hess¢(zg) = (? ;) :

Bemerkung 3.65. [Hesse-Matrix] Wir betrachten den Fall n = 1. Die Hesse-Matrix
von f in x( ist gegeben durch

Hessy(zo) = (f"(x0))-

Erinnerung an die lineare Algebra:

Bemerkungen 3.66. (i) Eine reelle quadratische Matrix A € R"™*" heisst positiv
definit g. d. w.
v! Av > 0, Vv € R™\ {0}.

Sie heisst negativ definit g. d. w.

vl Av < 0, Vv € R"\ {0}.

(ii) Im Fall n =1 ist A € R™! = R genau dann positiv (negativ) definit, falls A > 0
(A <0).

Satz 3.67 (lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix). (i) (Satz von Fermat iber kritische
Punkte) Falls xo € Q eine lokale Extremalstelle von f ist, dann ist xy ein kriti-
scher Punkt von f.

(11) Falls xq ein kritischer Punkt von f ist und die Hesse-Matriz Hessy(xo) positiv
(negativ) definit ist, dann ist xo eine strikte lokale Minimalstelle (Mazimalstelle)
von f.

Beweis von (ii): [Stral Satz 7.5.3, S. 175]

Beweis von : S.

Bemerkungen. [kritischer Punkt, lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix im Fall n = 1]

e Teil (i) des Satzes ist nach Pierre de Fermat benannt, siche Abbildung (3.6
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Abbildung 3.6: Pierre de Fermat, 1607-1665, franzosischer Mathematiker und Jurist.

e Wir betrachten den Fall n = 1. Wir nehmen an, dass xy ein kritischer Punkt
von f ist. Geméiss Bemerkung bedeutet das, dass f’(z¢) = 0. Wir nehmen
an, dass f”(z9) > 0. Geméss Bemerkungen [3.65| und [3.66]fii) ist Hess;(zo) dann
positiv definit. Geméss Satz ist xy daher eine strikte lokale Minimalstelle
von f.

Das wussten Sie schon aus Analysis 1, siehe Korollar 5.5.1, S. 98]. Satz
verallgemeint ein Resultat aus Analysis 1 auf mehrere Dimensionen.

Beweis von Satz 3.67: Wir nehmen an, dass zy € () eine lokale Extremalstelle
von f ist.

Fall: z, ist eine lokale Minimalstelle. Sei v € R". Wir definieren
x(t) == xo + tv, g:=fou.

Da 1z eine lokale Minimalstelle von f ist, ist ¢ = 0 eine lokale Minimalstelle von g.
(Uberlegen Sie sich das!) Gemiss einem Resultat aus Analysis 1 ([Stral Korollar 5.5.1,
S. 98]) gilt daher

0= g(0). (3.51)
Andererseits gilt geméiss der Kettenregel (Satz, dass
§(0) = df (2(0))i(0) = df (o).
Indem wir das mit kombinieren, erhalten wir
0 = df (xo)v.
Da v beliebig ist, folgt daraus, dass
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Fall: z( ist eine lokale Maximalstelle: analog.

Das beweist Satz|3.67[i). O

Beispiele 3.68. [(keine) lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix|
(i) Wir betrachten die Funktion
FORTSR ) = [
Siehe Abbildung[3.7]im Fall n = 2.

z
/ \l ~
/
(]
I .

Abbildung 3.7:  Abbildung 33 Abblldur?é , 3.2:
f@) = ol w0 = 0 f(@) = ol m = 0: @ = o =
lokale Minimalstelle. lokale Maximalstelle. Zo = U: Sattelpunkt.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f. Dazu berechnen wir ihre Ableitung:
df (#) = (21 -+ 2x,).

Die Bedingung df (zo) = 0 ist genau fiir o = 0 erfiillt. Also ist o = 0 der einzige
kritische Punkt von f.

Um zu iiberpriifen, ob dieser Punkt eine lokale Extremalstelle ist, berechnen wir
die Hesse-Matrix von f:

Hesss(z) =
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(iii)

Fiir jeden Vektor v € R™ \ {0} gilt

i=1
Daher ist Hess(0) positiv definit. Geméss Satz|3.67[ii) ist o daher eine strikte
lokale Minimalstelle von f.
In diesem Beispiel konnen wir das auch einfach direkt {iberpriifen. Des Weiteren
ist es auch aus der Abbildung ersichtlich.
Wir betrachten die Funktion

f:R"=R, f(x) =~

Siehe Abbildung im Fall n = 2. Diese Funktion besitzt genau den kritischen
Punkt zy = 0. Dieser Punkt ist eine lokale Maximalstelle. Das folgt aus einem zu
(i) analogen Argument.

Wir betrachten die Funktion
f:R"—=R, f(z) = 2? — 3.

Siehe Abbildung|3.9l Diese Funktion besitzt genau den kritischen Punkt xy = 0.
Das folgt aus einem zu (i) analogen Argument. Der Punkt xy = 0 ist keine lokale
Extremalstelle. Das ist aus der Zeichnung ersichtlich. (Warum?) In Beispiel

werden wir diese Aussage beweisen.
Wir betrachten die Funktion
f:RE=R,  f(x):=2a?+a;

Analog zum vorherigen Beispiel ist der einzige kritische Punkt von f gegeben
durch xy = 0. (Uberpriifen Sie das!) Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

2 0
Hess¢(z) = (0 1293%) :

Wir betrachten jetzt x = z9 = 0. Hess;(0) ist nicht positiv definit, da fiir v :=
(0,1) gilt

v” Hess;(0)v = 0.
Hess;(0) ist auch nicht negativ definit. Wir kénnen daher Satz |3.67|{ii) nicht

anwenden.

Es gilt jedoch f(x) > 0 fiir alle  # 0. (Uberpriifen Sie das!) Daher ist 2o = 0
eine strikte lokale Minimalstelle.
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Bemerkung. Die Umkehrung von [3.67({ii) besagt, dass fiir jede strikte lokale Mini-
malstelle zy von f die Hesse-Matrix Hessy(x¢) positiv definit ist. Aufgrund des letzten
Beispiels ist diese Umkehrung falsch.
Wir betrachten jetzt den Fall n = 2.

Proposition 3.69 (positive und negative Definitheit in zwei Dimensionen). Sei A €
R2X2 cine symmetrische Matrig.

(i) A ist positiv definit g. d. w.

det(A) >0 und A > OE

(ii) A ist negativ definit g. d. w.

det(A) > 0 und  App <0.

Beweis: [Bla96] (5.8), S. 158].

Bemerkung. [positive Definitheit| Fiir ein allgemeines n € N ist eine symmetrische
Matrix A € R™*™ genau dann positiv definit, wenn sie das Sylvester-K m'tem'u erfiillt.
Dieses Kriterium ist die Eigenschaft, dass alle fithrenden Hauptminoren von A positiv
sind. (Siehe lineare Algebra.)

Beispiel. [positive Definitheit der Hesse-Matrix, strikte lokale Minimalstelle] Wir be-
trachten die Funktion

f:R* =R, f(z) =22 + 2129 + 22

Der einzige kritische Punkt von f ist o = 0. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Beispiel
gilt
2 1
Hesss(zg) = (1 2) :
Es gilt
det (Hessf(xp)) =2-2—-1-1=3>0, Hessf(x9)11 =2 > 0.

Gemiiss Proposition ist Hess(zo) daher positiv definit. Geméss Satz ist
xo = 0 daher eine strikte lokale Minimalstelle von f.

Sei f:Q — Rund z( € (2 ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

24 A;; bezeichnet den (i, j)-ten Eintrag von A.
25Manchmal wird dafiir die Bezeichnung Hurwitz-Kriterium verwendet.
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Definition 3.70. x( heisst ein Sattelpunkt von f ¢. d. w. xy ein kritischer Punkt von
f und keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkungen 3.71. [Sattelpunkt, Indefinitheit der Hesse-Matrix]

(i) Ein kritischer Punkt zy von f ist ein Sattelpunkt g. d. w. es in jeder Umgebung
von xg sowohl einen Punkt gibt, in dem f grosser als in x( ist, als auch einen
Punkt gibt, in dem f kleiner als in xg ist.

Sei jetzt A € R™*™ eine reelle quadratische Matrix.

(ii) A heisst indefinit g. d. w. es Vektoren v, w € R" gibt, sodass

vl Av > 0, wl Aw < 0.

(iii) Wir nehmen jetzt an, dass n = 2 und A symmetrisch ist. Dann ist A indefinit
g.d. w.det A <O.

(iv) Sei Q CR", f € C*Q) und zy € Q ein kritischer Punkt von f. Falls die Hesse-
Matrix Hess¢(zo) indefinit ist, dann ist x( ein Sattelpunkt. Das folgt aus |Stra)
Bemerkung 7.5.4 i)]. Gemiss ist zo also ein Sattelpunkt, falls

n=2, det (Hessy(z0)) < 0.

Beispiel 3.72. [Indefinitheit der Hesse-Matrix, Sattelpunkt] Wir betrachten die Funk-
tion

f:Q:=R*=R,  f(z):=2?—13
Siehe Abbildung [3.9] Der Punkt zy := 0 ist ein kritischer Punkt von f. (Uberpriifen
Sie das!) Es gilt

Hess¢(zo) = (3 _02> , also det (Hessy(zp)) = —4 < 0.

Geméss Bemerkung ist xg = 0 daher ein Sattelpunkt.






Kapitel 4

Umbkehrsatz, Satz iiber implizite
Funktionen, Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums,
Tangentialraum

4.1 (C*-Diffeomorphismus, Umkehrsatz

Dieser Abschnitt entspricht [Stral Abschnitte 7.7]. Darin lernen wir zwei grundlegende
Werkzeuge der Analysis kennen, ndmlich den Umkehrsatz und den Satz iiber implizite
Funktionen. Der Umkehrsatz gibt Bedingungen an, unter denen wir eine Gleichung der
Form

flx)=y

nach z auflosen konnen, falls y nahe bei einem Punkt yq liegt, fiir den eine Lésung x der
Gleichung f(z) = yo existiert. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt Bedingungen
an, unter denen die Losung einer Gleichung auf eine C*-Weise von Parametern abhingt.

Sei S C R" eine Teilmenge, f : S — R™ eine Funktion und yg € R". Wir nehmen an,
dass es fiir y = yo eine Losung xy € S der folgenden Gleichung gibt:

fz) = . (4.1)

Frage. Unter welchen Bedingungen an f gibt es eine Losung dieser Gleichung fiir y
nahe bei yo ?

Frage. Unter welchen Bedingungen ist diese Losung eindeutig?

Frage. Wie hingt sie von y ab?

125
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Satz gibt Antworten auf diese Fragen. Um ihn zu formulieren, brauchen wir das
Folgende. Seien Xy, Yy Mengen, f : Xy — Y, eine Abbildung, X C X, und Y C Y,
sodass f(X) C Y

f: X =Y, (4.2)

die Finschrankung von f auf X und Y ist die Abbildung mit Definitionsbereich X,
Zielbereic Y und Graph gegeben durch {(z, f(z)) |z € X}. f: X — Y ist also die
gleiche Funktion wie f, ist aber nur auf X definiert und besitzt einen verkleinerten
Zielbereich. Im Fall Y = Y| schreiben wir

flx = [flIx = [f:X=Y

fiir diese Einschriankung. Seien A, B Mengen und g : A — B eine injektive Funktion.
Wir definieren die Umkehrung (Umkehrabbildung oder Inverse) von g als die Funktion

g tig(A) — A, g *(b) := eindeutiges a € A, sodass g(a) = b. (4.3)
Seien jetzt U C R™ und V' C RP offene Teilmengen und k£ € NU {0, co}.

Definition 4.1 (C*-Diffeomorphismus). Eine Abbildung f : U — V heisst C*-Diffeomorphismus
g. d. w. sie bijektiv und C* ist und ihre Umkehrung C* ist. Wir nennen einen C*-
Diffeomorphismus einen glatten Diffeomorphismus oder einfach einen Diffeomorphis-

mus.

Beispiele. Die folgenden Abbildungen sind (glatte) Diffeomorphismen:

e Jeder lineare Isomorphismus zwischen zwei Vektorrdumen.

e Die Exponentialfunktion
exp : R — (0, 00).

Bemerkung 4.2. [Umkehren und ableiten| Falls f ein C''-Diffeomorphismus ist, dann
ist fur jedes x € U D f(z) invertierbar und

D(f () =Df(f'(y) ™", VyeV. (4.4)
Um das zu zeigen, sei © € U. Gemiss der Kettenregel (Satz gilt, dass
idrn = Didy () = D(f)(f(2))Df (),
idre = Didy (f(z)) = Df(x)D(f~1)(f(2)).

Daraus folgt, dass D f(x) invertierbar ist und dass die Gleichheit (4.4) gilt. Falls U # 0,
folgt daraus, dass die Vektorraume R™ und RP isomorph sind (mittels D f(z)) und dar-
um, dass n = p.

LA(X) ={f(z) |z € X} ist das Bild von X unter f.
2In [Stral Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Abbildung 4.1: Umkehrsatz mit n = 2. Wir nehmen an, dass D f(x() invertierbar ist,
d. h., dass die Vektoren D f(x¢)e; und D f(zg)es linear unabhéngig sind.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 4.3 (Umkehrsatz). Seien Uy C R™ offen, k € NU {oo}, f € C*(Uy,R") und
xg € Uy ein Punkt, sodass D f(xq) invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung
U C Uy von xq, sodass f(U) offen ist und die Einschrankung

f:U—= f(U)

ein C*-Diffeomorphismus ist.

Beweis: Satz 8.7.1, S. 229].
Abbildung [4.1] verdeutlicht diesen Satz.

Bemerkungen 4.4. e Eine offene Umgebung eines Punktes in R™ ist eine offene
Teilmenge von R™, die den Punkt enthélt. (Vergleiche mit Definition M)

e Dieser Satz liefert Antworten auf die Fragen (4.1} |4.1|und|4.1] (S.[125).

e Er verallgemeinert das folgende Resultat aus Analysis 1: Sei [ ein offenes Intervall
und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Falls f’ # 0, dann ist f injektiv
und f~1: f(I) — I differenzierbar. Siehe Satz 6.2.2, S. 117, und Beispiel
8.7.1.1), S. 229.

e Bemerkung impliziert:

“f C'-Diffeomorphismus = D f(z) invertierbar”

Die Umkehrung davon lautet:

“Df(xg) invertierbar = f C'-Diffeomorphismus”
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Abbildung 4.2: Um z, besitzt f keine Umkehrung.

Fir £k = 1 ist das die Aussage des Satzes ausser, dass der Satz nur eine
lokale Aussage macht, namlich, dass f auf einer (kleinen) Umgebung von x, ein
C'-Diffeomorphismus ist.

Der Satz liefert also eine “lokale” Umkehrung der Bemerkung[4.2]

Satz sagt unter anderem, dass es Umgebungen U von zy und V (= f(U))
von yo gibt, sodass f : U — V bijektiv ist. Schon das ist eine bemerkenswerte
Aussage.

Die Bedingung, dass D f(z¢) invertierbar ist, ist notwendig. Um das einzusehen,
betrachten wir einen Punkt yy € R™ und die konstante Abbildung f = y,. Ein
anderes Beispiel ist durch eine nicht invertierbare lineare Abbildung f : R” — R"
gegeben. Noch ein Beispiel ist durch die Abbildung

f:Uy:=R—=R, f(x):=2?
und den Punkt x := 0 gegeben. Siehe Abbildung

Im Allgemeinen kénnen wir nicht U = U, wéhlen. Betrachte zum Beispiel f :
Up:=R—=R, f(z) := 2% und zy = 1.

Fiir den Satz brauchen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Falls wir nur
voraussetzen, dass f differenzierbar ist, dann ist die Aussage des Satzes[4.3|falsch.
Um das zu sehen, wihlen wir eine nicht injektive differenzierbare Funktion g :
(0,1) — R, sodass g(z) = « fiir < % und = > 2. (Uberlegen Sie sich, dass es
ein solches g gibt! Es gibt sogar eine glatte solche Funktion.) Fiir jedes j € N
definieren wir [; := (%, % + J%) Wir definieren f: R — R durch

Lj), falls z € I,
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Diese Funktion ist differenzierbar. (Fiir x = 0 folgt das aus der Definition der
Differenzierbarkeit in einer Variable.) Es gilt f/(0) = 1, darum ist D f(0) = f'(0)-
invertierbar. f erfiillt daher die Voraussetzungen des Umkehrsatzes mit k = 1,
bis auf die Voraussetzung, dass [ stetig differenzierbar ist.

Sei j € N. Da g nicht injektiv ist, ist die Einschrdankung von f auf I; nicht
injektiv. Daher gibt es keine Umgebung von 0, worauf f injektiv ist. Die Aussage
des Satzes [4.3]ist daher falsch.

Der Umkehrsatz ist daher ein Beispiel eines Satzes, wofiir stetige Differenzierbar-
keit die “richtige” Voraussetzung ist.

e Im Satz sind die Dimensionen des Definitionsbereichs und des Zielbereichs
von f gleich. Der Satz iiber implizite Funktionen (Satz|4.11) wird beschreiben,
was geschieht, falls das nicht der Fall ist.

Beispiel 4.5. [kubische Funktion] Wir betrachten die Abbildung

1+$1+I%>
z3 + x9 '

f:Uy=R?* = R% f(x)z(

Diese Abbildung ist glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gelten
/ (0) = (17 O)’

Df(‘”):(z%if 3?)

und darum

Df(0) =id. (4.5)

Daher sind die Voraussetzungen des Satzes mit Uy := R?, 2p = 0 und k = oo
erfiillt. Gemiss diesem Satz gibt es daher eine offene Umgebung U C R? von 0, sodass
f(U) offen ist und die Einschrankung f : U — f(U) ein (glatter) Diffeomorphismus
ist. Daher gibt es fiir jedes y € f(U) ein eindeutiges = € U, sodass f(x) = y. Wegen
und Bemerkung ist die Ableitung der Umkehrung im Punkt o = (1,0) € R?
gegeben durch

D(f15")((1,0)) = Df(fl5'((1,0)) =0) " =id ™" =id.
(Die Inverse f|;': f(U) — U ist wie in definiert.)

Bemerkung. [Formel fiir Umkehrung] Mdéglicherweise gibt es im Beispiel keine
Formel fiir die Umkehrung f~* : f(U) — U. (Versuchen Sie, eine solche Formel zu
finden!) Bemerkenswerterweise konnten wir trotzdem die Ableitung von f|;;' im Punkt
(1,0) berechnen.



KAPITEL 4. UMKEHRSATZ, IMPLIZITE FUNKTIONEN,
130 UNTERMANNIGFALTIGKEIT, TANGENTIALRAUM

Z - A =
J/ .
J

Abbildung 4.3: Polarkoordinaten.

In der Physik und anderen Anwendungen wollen wir manchmal die Koordinaten wech-
seln, um Rechnungen zu vereinfachen. Satz rechtfertigt lokale Koordinatentrans-
formationen, weil er uns erlaubt, physikalische Gréssen in den neuen Koordinaten
auszudriicken. Wenn zum Beispiel g : U — R die Temperatur ist, dann ist g o f |[}1 die
Temperatur in den mittels f transformierten Koordinaten.

Beispiel 4.6. [Polarkoordinaten] Wir definieren

fiR SR f(mo)zz(mw)-

rsin @

Das ist die Polarkoordinatentransformation. Sieche Abbildung |4.3] Es gilt

[ cosp —rsing
Df(r’sp)_<sin<p rcosgp)

und darum
det D f(r, ) = r(cos® p + sin® ) =r- (4.6)

Sei (ro,p0) € R?, sodass 19 > 0. Dann gilt det D f(ro, 00) = ro # 0. Darum gibt es
geméss dem Umkehrsatzeine offene Umgebung U C R? von (rg, @), sodass f(U)
offen ist und f|y : U — f(U) ein Diffeomorphismus ist. In der Tat, falls o € (=3, %),

T 2073
dann konnen wir
T

U = (0,00) x <—§,§>

wéhlen. Die Umkehrung von f|y wird dann gegeben durch

Sy = (Yo ).

arctan(y/x)

Frage. Was geschieht fiir andere Werte von ¢q?
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4.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, Abschnitte 7.8].

Gewisse physikalische Gesetze konnen als eine Gleichung der Form

f(z,y) =0 (4.7)

geschrieben werden, wobei f : R® x RP — RP eine Funktion ist, x € R, y € RP
und die Koordinaten von z und gy physikalische Grossen sind. Dabei betrachten wir
r = (x',...,2") als gegebene und y = (¢, ..., yP) als gesuchte Grossen.

Beispiel 4.7. Wir betrachten ein ideales Gas. Wir schreiben:

p:= Druck des Gases

V:= Volumen

T:= Temperatur

n:= Stoﬂmeng

R:= universelle Gaskonstante ~ 8.3 JK'mol

Wir schreiben
T = (V,T,n, R), Y :i=p.

Das ideale Gasgesetz lautet

f(V,T,n,R,p) =pV —nRT = 0.

In Anwendungen ist es wichtig zu wissen, wie die gesuchten Grossen y von den ge-
gebenen Grossen x abhédngen. Um das zu prézisieren, nehmen wir an, dass (3:, y) =
(z0,%0) € R x R? eine Losung der Gleichung (4.7)) ist.

Frage 4.8. Gibt es eine Lisung y von (4.7) fiir x nahe bei x4?
Frage 4.9. Ist diese Losung eindeutig?

Frage 4.10. Wie hdingt sie von x ab?

Beispiel. Im Beispiel ist die Antwort auf die Fragen und “ja”, falss f auf
(0, 00)° definiert ist. Es gilt ndmlich

nRT
v
3Die Stoffmenge wird in Mol gemessen. Ein Mol entspricht ungefihr 6.0 - 1022 Teilchen.

p(V, T, n, R) =
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Die Antwort auf die Frage ist “glatt”. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt,
dass diese Aussagen unter bestimmten Bedingungen allgemein gelten, ausser, dass die
Losung nur lokal existiert und nur lokal eindeutig ist.

Bemerkung. Zur Frage Wir haben p Unbekannte 3, ...,y und p Gleichungen:

fi(xl,...,x",yl,...,yp) =0, +=1,...,p.

Darum ist es verniinftig zu erwarten, dass die Losungen y isoliert auftreten, d. h., dass
die Losung eindeutig ist, falls wir das Gebiet von y auf eine kleine Umgebung von
einschrianken. Falls die Abbildung

f(z,):RP = RP

zum Beispiel linear ist, dann ist y = 0 die einzige Losung von (4.7)).

Das Hauptresultat dieses Abschnitts gibt Antworten auf die Fragen Seien
W C R™ x RP eine offene Teilmenge, (xg,0) € W, k € NU {co} und f € C*(W,RP).
Wir schreiben

D, f(zo,y0) : R* = RP

fiir die Ableitung der Abbildung

x— f(x,y0)

im Punkt x = 3. Des Weiteren schreiben wir
D, f(xo,y0) : R = R?
fiir die Ableitung der Abbildung
y = f(xo,y)
im Punkt y = yp.

Satz 4.11 (implizite Funktionen). Wir nehmen an, dass

f(o,90) = 0, (4.8)
D, f(xo,yo) invertierbar ist. (4.9)

Die folgenden Aussagen gelten:

(i) Es gibt offene Umgebungen U von xo und V von yo und eine Abbildung
g€ CHU,V),



4.2. DER SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

sodass

UxV CW,

FHO)N (U x V) =gr(g) = {(z,9(z)) |z € U},
D, f(z, g(x)) invertierbar ist, Vr e U

(gr(g) = Graph von g).
1) Seien U,V und g wie in (i) und x € U. Dann gilt
(

Dg(x) = —(Dyf(x,9(x))) " Duf(z,9()).

Beweis: (i): |[Stra, Satz 8.8.1, S. 237]

@ 5[5

Beispiel 4.12. [Satz iiber implizite Funktionen] Wir betrachten

n=p=1,
f:W:=R?> =R, f(z,y) :=y* —z + 1,
($07y0) S (]—700) X (0700)7

siehe Abbildung In diesem Fall erfiillen

U:=(1,0), V:=(0,00),
g:U—=V, glx):=vz—1,

die Bedingungen in Teil (i) des Satzes (Siehe Abbildung ) Es gilt

D:I:f(xvy) :_17 Dyf(a:,y) :2y

und darum

—(Dyf(x,g(x)))_lsz(x’g(x)) = —(2\/35 — 1)_1 (=1) = ———.

2

133

(4.10)
(4.11)
(4.12)

(4.13)

Die rechte Seite stimmt mit Dg(z) = ¢'(x) iiberein. Daher gilt dies Aussage des

Satzes in diesem Beispiel.

Bemerkungen. e In diesem Beispiel miissen wir U und V' klein genug wéhlen: Die
Funktion g kann nicht auf (—oo, 1) definiert werden. Darum darf U das Intervall
(—00,1) nicht schneiden. V' darf —y, nicht enthalten, da sonst die Bedingung

(4.11) (f71(0) N (U x V) = gr(g)) nicht erfiillt ist.
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Abbildung 4.4: f(z,y) :=y* — z + 1, Niveaumenge f~!(0) = Isolinie

4l ” €
£27(0)
V17 (oY)
- u/ - X

-

Abbildung 4.5: Der Satz iiber implizite Funktionen.
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) Stiteli
L 2205
»fsf T —— -
- = @ ~,

SRS
- =P
Y .
= p—3 .

X (R
Abbildung 4.6: Hohenlinie auf einer Karte.

e Die Aussage von [4.11[i) ist falsch fiir (zq, o) = (1,0), weil y in keiner Umgebung
dieses Punktes als eine Funktion von x geschrieben werden kann:

— Fiir z < 1 gibt es keine Losung y von f(z,y) = 0.

— Fiir x > 1 gibt es zwei Losungen nahe gy, = 0.

Das zeigt, dass wir die Voraussetzung (4.9) (D, f (o, yo) invertierbar) nicht weg-
lassen konnen. (Fiir (zo,y0) = (1, 0) ist diese Bedingung nicht erfiillt, da D, f(1, 0)
0, was nicht invertierbar ist.)

Bemerkungen. e Fiir jedes 2z € R ist die Niveaumenge f~1(z) eine Isolinie. (iso
kommt von griechisch tooo = gleich.) Diese Linien kommen in topographischen
Karten vor. Dort beschreibt f die Hohe eines Punktes iiber dem Meeresspiegel,
siehe Abbildung 4.6 Die Isolinien sind dann die Hohenlinien. Topographische
Karten sind beim Wandern in den Bergen niitzlich, da sie den vertikalen Abstand
zwischen zwei Punkten angeben.

Satz gibt Bedingungen an, unter denen eine Isolinie lokal der Graph einer C*-
Funktion g ist. (“Lokal” bedeutet “in einer kleinen Umgebung eines gegebenen
Punktes”.) Das bedeutet, dass die Isolinie schon aussieht. (Sie ist dann eine
Untermannigfaltigkeit von R x R, siehe spéter.)

e g heisst die implizite Funktion. Sie ist implizit durch die Gleichung (4.7) definiert.
e Die Bedingungen (4.8)}4.11) implizieren, dass yo = g(xo). Wegen (4.13) folgt

daraus, dass
-1
Dg(x0) = —(Dy f(x0,10))  Daf (o, y0)-

Bemerkenswerterweise konnen wir mit dieser Formel die Ableitung von g im
Punkt z( explizit berechnen, falls wir f explizit kennen. (Wir brauchen dazu also
keine Formel fiir g.) Falls n = p = 1, dann ist diese Ableitung die Rate, mit der
sich die Grosse y dndert, wenn die Grosse z sich dndert.

e Satz liefert Antworten auf die Fragen [4.8|(Gibt es eine Losung?), (Wie
héngt sie von x ab?) und auf eine lokale Version der Frage (Ist die Losung
eindeutig?).
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e Wiein Be1sp1el- 4.12{bemerkt, konnen wir die Voraussetzung (4.9), dass D, f(xo, yo)
invertierbar ist, nicht weglassen.

Merkhilfe fiir die Voraussetzung : D, f(xo,yo) ist eine lineare Abbildung von
RP nach RP, daher ist es sinnvoll, Invertierbarkeit dieser Abbildung zu fordern.
(Im Gegensatz dazu ist D, f(zo, o) eine lineare Abbildung von R™ nach R? und
daher nie invertierbar, falls n # p.)

e Merkhilfe fiir die Formel (4.13) fiir Dg(z):

— Wir verwenden, was wir haben, némlich die Inverse D, f(x, g(x))~!. Diese

existiert wegen , (4.12).

— Die rechte Seite von (4.13) ist die “einzige kurze” sinnvolle Formel, die
D, f(z,g(x))~" enthélt. (Diese Formel liefert tatsdchlich eine lineare Abbil-
dung von R™ nach RP.)

Beweis von Teil des Satzes (Formel fiir Dg(x)): Die Bedingung
impliziert, dass f(z,g(z)) =0, Vo € U, und daher
0= fo(id,g): U — RP. (4.14)
Da g C* ist, ist die Abbildung
(id,g): U —->UxV

C* und daher differenzierbar. Die Gleichheit (4.14) und die Kettenregel (Satz|3.12)
implizieren daher, dass

0= Df(z,g(x))(idrn, Dg(z)) = D, f(z,9(x)) + D, f(x,g(x))Dg(x), Va e U.
Daraus folgt die Gleichheit (4.13) . Das beweist Teil (i) des Satzes O

Beispiel fiir den Satz iiber implizite Funktionen: einfache
Nullstellen von Polynomen
Beispiel 4.13. [einfache Nullstellen von Polynomen] Einfache Nullstellen von Polyno-

men hingen glatt von den Koeffizienten ab: Seien

f:W:=R"™xR—=R, flz,) szy (i-te Potenz)

und (X,Y) € W, sodass f(X,Y) = 0. ((X,Y) spielt die Rolle von (zg,yo).) Wir
definieren

po(y) == f(X,y).
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Behauptung 1. D, f(X,Y) : R = R ist genau dann invertierbar, wenn 'Y eine einfa-
che Nullstelle von pq ist.

Diese Bedingung bedeutet das Folgende: Falls ¢y ein Polynom ist, sodass po(y) =
(y — Y)qo(y), dann gilt go(Y') # 0.

Beweis der Behauptung Sei o ein Polynom, sodass po(y) = (v — Y)qo(y). Gemiéss
der Leibnizregel (=Produktregel) gilt

Po(y) = a(y) + (v = Y)g ()

und darum, dass py(Y) = qo(Y'). Darum ist Y genau dann eine einfache Nullstelle von
po, falls py(Y') # 0. Andererseits ist D, f(X,Y) : R = R die Multiplikation mit pj(Y").
Diese Abbildung ist genau dann invertierbar, wenn

po(Y) #0, (4.15)

d. h.g. d. w. Y ein einfacher Nullpunkt von py ist. Das beweist Behauptung 0

Wir nehmen jetzt an, dass Y eine einfache Nullstelle von pq ist. Wegen Satz gibt
es dann offene Umgebungen U C R™! von X und V C R von Y und eine Funktion
g € C=(U,V), sodass fiir jedes € U die Zahl y = g(x) die Gleichung

i=0
16st und das die einzige Losung in V' ist. (Wir konnen fiir V' ein Intervall wihlen.)
Abbildung verdeutlicht das.

In den Fallen n = 1 und n = 2 wussten wir das schon:

Fall n = 1: (4.15) ist dann dquivalent zu

po(Y) = X1 #0.
In diesem Fall gibt es tatsdchlich eine implizite Funktion: Wir kénnen dafiir ndmlich
das Folgende nehmen:

U:=Rx (R\{0}), V=R, g(z):= —i—?.

Fall n = 2: (4.15) ist dann dquivalent zu

Py(Y) = X1 +2X,Y # 0. (4.16)
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,,,,,,,,,,,,,, f/ )
X o
/

Abbildung 4.7: Polynome, die zu verschiedenen Parametern gehoren. Fiir x nahe X
hingt die Losung y von f(z,y) = 0 glatt von = ab. Fiir x = 2’ gilt das nicht mehr.

In diesem Fall gibt es tatsdchlich ebenfalls eine implizite Funktion:

Fall X, # 0. Dann gilt

—x1 + /2 — 4T

y=g(x) = (4.17)

21‘2

Das ist die Mitternachtsformeﬁ Das richtige Vorzeichen in (4.17) héngt von Y ab. Die
Bedingung (4.16|) garantiert, dass

X2 —4X, X, #0.

(Sonst haben wir

Daraus folgt, dass g (gegeben durch (4.17)) im Punkt = X glatt ist.
Frage. Wie steht es mit dem Fall Xo =07
Frage. Passen die Formeln fiir die Fille Xo # 0 und Xo = 0 glatt zusammen?

Frage. Wie steht es mit mehrfachen Nullstellen von Polynomen? Hdngen diese eben-
falls glatt von den Koeffizienten ab?

(Versuchen Sie, selber Antworten auf diese Fragen zu finden!) A

4Damit meinen wir die Losungsformel fiir eine quadratische Gleichung.
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Bemerkung. Wie wir in Beispiel gesehen haben, hidngen einfache Nullstellen
von Polynomen glatt von den Koeffizienten ab. Im Gegensatz dazu besagt der Satz
von Abel-Ruffini, dass es fiir n > 5 keine Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen
Polynoms vom Grad n gibt. Damit meinen wir einen endlichen Ausdruck, der aus den
Koeffizienten des Polynoms mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und Wurzeln ziehen gebildet wird. (Dieser Satz ist nach Paolo Ruffini (1765 - 1822,
italienischer Mathematiker und Arzt) und Niels-Henrik Abel (1802 - 1829, norwegischer
Mathematiker) benannt.

Das zeigt, dass der Satz iiber implizite Funktionen ein starkes Werkzeug ist: Obwohl
es dafiir keine Formel gibt, wissen wir, dass es eine glatte implizite Funktion gibt. Wir
konnen sogar ihre Ableitung in bestimmten Punkten berechnen.

Untermannigfaltigkeiten des Koordinatenraums,
Immersionen, Einbettungen und Submersionen

Intuitiv ist eine Untermannigfaltigkeit von R™ eine “schone” Teilmenge wie zum Bei-
spiel eine Kurve oder eine Fliche in R3. “Schénheit” bedeutet, dass die Teilmenge lokal
wie R? aussieht, wobei fiir eine Kurve d = 1 und fiir eine Fliiche d = 2 ist. Unterman-
nigfaltigkeiten kommen in den Sétzen von Green, Stokes und Gaufl vor, die wir spéter
behandeln werden. Diese Sitze spielen eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik.

Wir werden auch Immersionen und Submersionen behandeln. Eine Immersion ist eine
differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt injektiv ist. Eine Sub-
mersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt surjektiv
ist.

Ein Punkt y heisst regulirer Wert einer C*-Abbildung f, falls fiir jeden Punkt x im
Urbild von y unter f die Ableitung von f im Punkt x surjektiv ist. Der Satz vom re-
guldren Wert besagt, dass das Urbild jedes reguléren Wertes eine Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums ist. Dieser Satz liefert viele Beispiele von Untermannigfaltigkei-
ten.

4.3 Untermannigfaltigkeiten des
Koordinatenraums

Seien n € Ng = NU {0}, M C R" eine Teilmenge, k € NU {oo} und d € {0,...,n}.

Definition 4.14 (Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums). Sei xy € M. Wir sa-
gen, dass M um x4 eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R" ist g. d. w. es
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eine offene Umgebung U C R™ von xg, eine Permutation o von {1,...,n}, eine offene
Teilmenge V C R und eine Funktion f € C*(V,R""%) gibt, sodass

{270, a7®) e e MAU} =g(f) = {(u. f) [y €V}  (418)

Wir nennen M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ g. d. w. M diese
Bedingung fiir jeden o € M erfillt. Im Fall k = oo nennen wir eine solche Teilmenge
M eine glatte (d-dimensionale) Untermannigfaltigkeit des R™.

Abbildung verdeutlicht diese Definition.
Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit]

e Eine Permutation einer Menge X ist eine Bijektion o : X — X. Ein Beispiel
dafiir ist die Identitdt idy. Ein anderes Beispiel ist die Abbildung

o:4{1,2} = {1,2}, o(1):=2,0(2):=1.
Diese Abbildung permutiert, d. h.vertauscht die beiden Indizes 1 und 2.

-----

der Graph der Funktion f ist.

e Fiir eine allgemeine Permutation o von {1, ..., n} ist die die linke Seite von (4.18|)
das Bild von M N U unter der Standardkoordinatentransformation

R">z— (x”(l), o ,x”(”)) e R". (4.19)

Diese Koordinatentransformation entspricht einer Vertauschung der Variablen
2!, ..., 2" Die Bedingung in Definition ist also, dass M lokal bis auf eine
Standardkoordinatentransformation als der Graph einer C*-Funktion geschrieben
werden kann.

Proposition 4.15 (Dimension wohldefiniert). Falls M um xo € M eine C*-Untermannigfaltigkeit
der Dimensionen d und d' ist, dann gilt d = d'.

Beweis: Wir schreiben pr’ : R” = R¥ x R*~? fiir die Projektion auf den ersten Faktor
Wir wahlen U, o, V, f wie in Deﬁnition Wir schreiben zg =: (yo, 20) € R x R*™%.
Im Fall 0 = id ist die Abbildung pr’o(id, f) : V € R¢ — R? im Punkt y, eine
Immersion. Daraus folgt, dass d’ > d. Den Fall o # id behandeln wir analog, indem
wir die Koordinaten geeignet transformieren.

5Diese Projektion ist definiert durch pr'(y/,2’) := ¢/, fiir z = (y/,2) € RY x R~
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v R

Abbildung 4.8: 1-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R% (n =2,d = 1) Um
den Punkt zy kann die Koordinate z? als eine Funktion von x! aufgefasst werden. Um
den Punkt z( ist es umgekehrt.

Ein analoges Argument zeigt, dass d > d’, also d = d’. Das beweist Proposition m
U

Beispiel 4.16. Jeder d-dimensionale (lineare) Unterraum des R" ist eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension d.

Beispiel 4.17. Jede offene Teilmenge des R™ ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension n.

Beispiel 4.18. Wir betrachten die Helix (=Schraubenlinie)

{(y,cosy,siny) }y € R},

siche Abbildung Das ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension
1. (Warum?)

Beispiel 4.19. Die Sphére
gl .= SrH0) = {;E eR"” ’ x| = 1}

ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1. Um das einzusehen,
betrachten wir zuerst einen Punkt zo € S""' NR"™! x (0, 00). Wir definieren

U =R x (0, 00),

f:V = (0,00), (4.20)



KAPITEL 4. UMKEHRSATZ, IMPLIZITE FUNKTIONEN,

142 UNTERMANNIGFALTIGKEIT, TANGENTIALRAUM
X 3/
X /
2 ) ' ,/'

Abbildung 4.10: Dieser “Ballon”
mit einer Spitze ist keine (-
Untermannigfaltigkeit des R3.

A
X7

Abbildung 4.9: Helix = Schraubenlinie.

Diese Abbildung ist glatt. Des Weiteren ist U eine offene Umgebung von xy und
{ (@), - To(m)) ‘x eMNnU}=8""nU=gr(f)

S™~1ist daher um den Punkt x( eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimen-
sion n — 1. Dasselbe gilt fiir einen allgemeinen Punkt xzy € S™ !. Um das zu sehen,
betrachten wir wieder die Funktion f wie in und verwenden ein geeignetes U
und eine geeignete Permutation o der Menge {1,...,n}. Im Fall n = 2 und xy = (1,0)
koénnen wir zum Beispiel U := (0,00) x R und die Permutation o(1) := 2, 0(2) := 1
verwenden. (Uberpriifen Sie das!) Daraus folgt, dass die Sphire S"~! eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1 ist, wie behauptet.

Beispiele 4.20. [keine C'-Untermannigfaltigkeit]

e Die Menge
: (Rx {0}) U ({0} xR)

ist keine C'-Untermannigfaltigkeit des R?. (Warum?)

¢ Ein “Ballon” mit einer Spitze wie in Abbildungl4.10list keine C*-Untermannigfaltigkeit
des R3. (Warum?)

4.4 Immersionen, Einbettungen, Submersionen,
Charakterisierung von
Untermannigfaltigkeiten

Eine Immersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung injektiv ist. Eine
Submersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung surjektiv ist.
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Abbildung 4.11: Eine Immersion, die keine Einbettung ist.

Seien n,p € Ng, k € NU {o0}, U C R™ offen und f : U — RP.

Definition 4.21 (Immersion, Submersion). Sei x € U ein Punkt, in dem f differen-
zierbar ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Immersion ist g. d. w. Df(x) injektiv
ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Submersion ist g. d. w. Df(x) surjektiv ist.
Wir sagen, dass f eine Immersion/ Submersion ist ¢g. d. w. f in jedem Punkt eine
Immersion/ Submersion ist. Wir nennen f eine C*-Einbettung g. d. w. f injektiv, C*
und eine Immersion ist und f~': f(U) — U stetig ist.

Beispiel 4.22. [Immersion, Submersion] Sei f = T : U := R® — R? eine lineare
Abbildung. Falls T injektiv ist, dann ist sie eine glatte Einbettung. Falls sie surjektiv
ist, dann ist sie eine glatte Submersion.

Beispiel 4.23. [Immersion, die keine Einbettung ist] Wir betrachten die Abbildung

o ) [ (y+1,0), fallsy <0,
[ (=00,0)U(0,00) = R, f<y>-—{(o,y_1), falls y > 0,

siehe Abbildung Diese Abbildung ist eine glatte Immersion, aber keine C*-
Einbettung (fiir jedes k& > 1), weil sie nicht injektiv ist. Wir schreiben V' := (—00,0) U
(1,00). f|v ist eine injektive glatte Immersion, aber keine C*-Einbettung (fiir jedes
k>1),da fl;': f(V) — V im Punkt (0,0) nicht stetig ist. (Uberlegen Sie sich das!)
Auf der anderen Seite ist die Einschrinkung von f auf (—o0,0) U (2, 00) eine glatte
Einbettung.

Bemerkung. Im obigen Beispiel konnten wir fiir einen gegebenen Punkt im Defini-
tionsbereich der Immersion f eine Umgebung finden, auf der f eine Einbettung ist.
Das Bild dieser Einbettung ist eine glatte Untermannigfaltigkeit. Diese zwei Aussagen
gelten allgemein.

Seien d,n € No, V C R? offen, k € NU {oco} und ¢ : V — R",

Satz 4.24 (“Einbettungssatz”). Falls ¢ eine C*-Einbettung ist, dann ist ihr Bild (V)
eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension d.
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Beweis: [DK04a) Corollary 4.3.2; p. 116]
Bemerkung. Das bedeutet, dass C*-Einbettungen “schéne” Abbildungen sind.

Beispiel 4.25. [injektive lineare Abbildung] Sei ¢ : RY — R" linear und injektiv.
Dann ist i eine glatte Einbettung. Geméss Satz ist ihr Bild ¢(R?) daher eine
glatte Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension d. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist dieses Bild sogaxﬁein d-dimensionaler Untervektorraum des R™. Siehe

Bemerkung unten.

Bemerkungen. [Kern und Bild einer linearen Abbildung, Dimensionssatz] Wiederho-
lung aus der linearen Algebra: Seien V, W Vektorrdume und T : V' — W eine lineare
Abbildung.

(i) Der Kern (oder Nullraum) von T ist die Menge

ker T:=T70)={veV|T(v)=0}

(ii) Das Bild von T ist ein Untervektorraum von W.
(iii) Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (oder Rangsatz) besagt, dass
dim(ker(7")) + dim(im(7")) = dim(V').
Falls T" injektiv ist, dann ist sein Kern gleich {0} und daher also
dim(im(7")) = dim(V).
Falls T surjektiv ist, dann ist sein Bild gleich W und daher also

dim(ker(7")) = dim(V') — dim(W).

Seien n € No, d € {0,...,n}, ke NU{oo}, M CR" und z, € M.

Satz 4.26 (Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit). Die folgenden Bedingun-
gen sind dquivalent:

(i) (Untermannigfaltigkeit) Um xq ist M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion d.

SHier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel
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Abbildung 4.12: 1) = inverse stereographische Projektion.

(ii) (lokale Parametrisierung) Es gibt eine offene Teilmenge V. C RY, eine offene
Umgebung U C R™ von xy und eine C*-Einbettung 1 : V — R", sodass

MAU = y(V).

(iii) (lokale Submersion) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von x¢ und eine C*-
Submersion g : U — R"™?, sodass

MNU =g ' (g(x0)). (4.21)

Beweis: [DK04a, Theorem 4.7.1, p. 126]

Bemerkung. Eine Abbildung v wie in heiss lokale Parametrisierung von M. 1
parametrisiert M N U, was eine Umgebung des Punktes xy in M ist. Das Wort [okal
deutet an, dass diese Umgebung klein sein kann.

Beispiel 4.27. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Parametrisierung] Wir wen-
den die Implikation :> des Satzes an, um zu zeigen, dass die Sphére
M := S™! eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei
x9 € S"~1. Wir iiberpriifen die Bedingung 1| mit d := n — 1. Wir nennen den Punkt
(0, .o 0, 1) den Nordpol der Sphére S™1.

Fall: zy # Nordpol. Wir definieren
V:=R!I=R", U:=R"\{(0,...,0,1)} und ¢:R"'5R"

als die inverse stereographische Projektion durch den Nordpol. Diese Abbildung ist
durch die Konstruktion in Abbildung 4.12| gegeben. Gemiss Ubungsserie 9 ist diese
Abbildung eine glatte Einbettung. Sie ist also eine glatte lokale Parametrisierung der
Sphére. Thr Bild ist die Sphére ohne den Nordpol, also

im(y) =¢(R") = 5"\ {(0,...,0,1)} =S""'nU.
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Daher ist die Bedingung erfiillt. Im Fall, dass xq der Nordpol ist, folgt das aus
einem analogen Argument, in dem wir stereographische Projektion durch den Siidpol
(O, .oy 0y —1) verwenden.

Gemiss Satz ist daher die Bedingung (i) mit d = n — 1 erfillt, d. h., um =z, ist
571 eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Da das fiir jeden Punkt
xo € S"L gilt, ist S"! eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Das

hatten wir schon in Beispiel gesehen.

Beispiel 4.28. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Submersion] Wir wenden die
Implikation :> des Satzes an, um zu zeigen, dass die Sphire M = S"!
eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei zo € S"~!. Wir
tiberpriifen die Bedingung (iii) mit d := n — 1. Dazu definieren wir

U=R"\{0}, g¢:U—=R""=R, g(z):= ||

Es gilt
glzo) =1, also  S"'=g7"(1) =g " (g(x0)).

Daher ist die Bedingung (4.21) erfiillt. Die Abbildung g ist glatt. Sei x € U. Gemiss
Beispiel ist die Ableitung von ¢ in z gegeben durch

Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 -+ ) -:R" =R

Diese Abbildung ist nicht konstant gleich 0. Da sie linear ist und als Zielraum R hat, ist
sie daher surjektiv. Daher ist g im Punkt x eine Submersion. Da dies fiir jeden Punkt
x € U gilt, ist g eine Submersion. Also erfiillt g alle Bedingungen von . Daher
ist diese Bedingung mit d = n — 1 erfiillt. Geméss Satz ist daher die Bedingung
mit d = n — 1 erfiillt, d. h., um z¢ ist S*! eine glatte Untermannigfaltigkeit der
Dimension n — 1.

4.5 Satz vom reguldren Wert

Ein reguldrer Wert einer differenzierbaren Funktion g ist eine Punkt z im Zielbereich
von g, sodass die Ableitung Dg(z) surjektiv ist fiir jeden Punkt z im Urbild g~1(z).
Der Satz vom reguldren Wert besagt, dass das Urbild eines reguliren Wertes einer
C*-Funktion eine C*-Untermannigfaltigkeit ist. Das ist ein wichtiges Werkzeug, um
Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren.

In diesem Abschnitt charakterisieren wir auch Untermannigfaltigkeiten mittels lokaler
Submersionen.

Seien n,p € Ng, Uy € R™ offen, k € NU {oo}, g € C*(Uy,RP) und z, € RP,
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Definition 4.29. Wir nennen zy einen reguliaren Wert fiir g ¢g. d. w. g eine Submersion
15t in jedem Punkt von

9 (20) = {z € Up| g(z) = 20}
Sonst nennen wir zy einen singuldren Wert fiir g.

Satz 4.30 (Satz vom reguldren Wert). Das Urbild jedes requliren Wertes fiir g ist
eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p.

Beweis: Das folgt aus der Implikation <: in Satz

Bemerkungen. e Dieser Satz liefert eine Bedingung, unter der die Losungsmenge
der Gleichung g(z) = z “schon” ist.

e Dass die Dimension von g~!(z) gleich n — p ist, ist plausibel, weil wir n Un-
bekannte z',... 2" und p Bedingungen ¢'(z) = 2}, i = 1,...,p, haben. Jede
Bedingung vermindert die Dimension um 1.

Beispiel 4.31. [Satz vom reguldren Wert, surjektive lineare Abbildung] Sei g : R* —
RP eine surjektive lineare Abbildung. Dann ist g eine glatte Submersion. Jeder Punkt
in RP ist daher ein reguldrer Wert fiir g. Geméss Satzist g~ 1(0) daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist g~'(0) sogalﬂ ein (n — p)-dimensionaler Untervektorraum des R™.

Siehe Bemerkung [4.4{fiii]).

Beispiel 4.32. [Sphére als Niveaumenge, Satz vom regulédren Wert] Wir wenden Satz
an, um zu zeigen, dass die Sphiire S"~! eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1 ist. Dazu definieren wir p := 1 und betrachten wir die Abbildung

g:R" >R =R, g(z):= HwH2

Es gilt
g (1) =8""
Die Abbildung g ist glatt und 1 ist ein reguldrer Wert fiir g, weil
Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 -+ x,)-:R" =R

surjektiv ist fiir jeden Punkt € S"~!. Gemiiss Satz ist S"~! daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p = n — 1. Das hatten wir schon in

den Beispielen [4.19] und gesehen. (Beispiel ist ahnlich zum jetzigen

Beispiel.)

Im Gegensatz dazu ist das Urbild ¢g71(0) = {0} keine C'-Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1[¥| Das steht nicht im Widerspruch zu Satz[4.30] da 0 ein singulirer

"Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale

Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel
8Es ist jedoch eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 0.
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Abbildung 4.14: v ist ein Tangential-
vektor an M im Punkt xg, v’ nicht.

Abbildung 4.13: Doppelhyperbel.

Wert fiir g ist.

Beispiel 4.33. [Hyperbel und singulidrer Wert] Wir betrachten die Abbildung
g:R* =R, g():= 19

Sei 2o € R\ {0}. Dann ist g7'(29) € R? eine Doppelhyperbel. Siehe Abbildung |4.13
Es gilt
Dg(w):(xg 1 ):R2—>R.

Fiir jeden Punkt x € ¢g7!(z) ist diese Abbildung ungleich 0 und daher surjektiv.
(Wir verwenden hier, dass die Abbildung linear ist und der Zielraum R ist.) Daher
ist zg ein regularer Wert. Geméss Satz ist g7'(z9) daher eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit des R? der Dimension 1. Im Gegensatz dazu ist ¢~1(0) im Punkt 0 keine
C'-Untermannigfaltigkeit des R?. Das steht nicht im Widerspruch mit Satz da
2o = 0 ein singuldrer Wert fiir g ist.

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes vom reguldren Wert ist die folgende Aussage:

Falls g~%(zp) eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p ist, dann ist
2o ein reguldrer Wert fiir g.

Frage. Gilt diese Umkehrung?
Versuchen Sie, diese Frage zu beantworten!

4.6 Tangentialraum an eine Untermannigfaltigkeit

Wir betrachten eine Untermannigfaltigkeit M C R", einen Punkt zo € M und einen
Vektor v mit Anfangspunkt x. v ist ein Tangentialvektor an M im Punkt z g. d. w. die



4.6. TANGENTIALRAUM AN EINE UNTERMANNIGFALTIGKEIT 149

Abbildung 4.15: Der Tangentialraum 7, M an eine Kurve und an eine Fléche.

Gerade durch v die Untermannigfaltigkeit M im Punkt xq beriihrt, siche Abbildung
4.14] Die Menge aller Tangentialvektoren ist ein Untervektorraum des R™. Sie heisst der
Tangentialraum an M im Punkt z, und wird als 7, M geschrieben. Siehe Abbildung
4.15| Der Tangentialraum verallgemeinert die Tangente an den Graphen einer Funktion
einer reellen Variable.

Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
M und N in einem Punkt xy € M ist eine lineare Abbildung von T, M nach Ty, N.
Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenraumen. FEin
kritischer Punkt einer C'-Funktion f : M — R ist ein Punkt in M, in dem die Tan-
gentialabbildung von f verschwindet. Jeder kritische Punkt ist ein Kandidat fiir eine
Maximal- oder Minimalstelle von f. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist ein Werk-
zeug, um kritische Punkte einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit zu finden.

Seien n € Ny, M C R™ eine C''-Untermannigfaltigkeit und zo € M.

Definition 4.34 (Tangentialraum). Wir definieren T,, M, den Tangentialraum an M
im Punkt xq als die Menge

TyoM = {&(0)| W C R offen, x: W — R" : (4.22)
0e W, z(0) = zo, z(t) € M, Vt € W, x differenzierbar in 0}.

Wir nennen die Elemente von T,,M Tangentialvektoren an M im Punkt zg.
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Beispiel 4.35. [Tangentialrdume an lineare Unterrdume] Sei M ein d-dimensionaler
Untervektorraum des R™ und xzy € M. Dann gilt

Ty M = M.

Beispiel 4.36. [Tangentialriume an eine offene Teilmenge] Seien M C R™ offen und
xo € M. Dann gilt
T,,M =R".

Das folgende Resultat liefert niitzliche Formeln fiir den Tangentialraum. Seien n € Ny,
d€{0,...,n}, M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d und zy € M.
Wir kénnen T, M wie folgt charakterisieren.

Satz 4.37 (Charakterisierung des Tangentialraumes). (i) Seien U C R" eine offene
Umgebung von xg, V C R? offen und f € C*(V,R"™%) so, dass

MU =g(f) ={ W) |yeV}.
Wir bezeichnen die erste Komponente von xy € R* x R*™% mit y,. Es gilt

ToyM = gr(Df(yo))- (4.23)

(ii) Seien V. C R? offen, yo € V, U C R™ eine offene Umgebung von xq und ¢ : V —
R™ so, dass

V(yo) = w0, YIV)=MnNU

und 1 im Punkt yo eine Immersion ist. Dann gilt
Ty M = im(D(yo)). (4.24)
(iii) Seien U C R™ eine offene Umgebung von xo und g : U — RP=""% 50, dass
MU = g~ (g(x0))

und g im Punkt xo eine Submersion ist. Dann gilt

TpoM = ker(Dg(z0)) = Dg(xo) 1 (0). (4.25)

Beweis: [DK04a, Theorem 5.1.2; p. 134]

Bemerkungen. [Charakterisierung des Tangentialraumes|
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e Aufgrund der Definition (Untermannigfaltigkeit) besitzt M bis auf eine
Standard-Koordinatentransformation eine lokale Darstellung mittels f wie in
Satz. Aufgrund des Satzes m (Charakterisierung einer Untermannigfal-
tigkeit) besitzt M eine lokale Darstellung mittels ¢ und g wie in Satz|4.37((iifiii).
Wir kénnen daher die Gleichheiten verwenden, um 7, M zu be-

rechnen.

e Die drei Beschreibungen des Tangentialraumes in Satz sind parallel zu den
Beschreibungen der Eigenschaft, dass M eine Untermannigfaltigkeit ist: In
wird M lokal als Graph einer Funktion und 7,,M als der Graph der Ableitung
der Funktion (im Punkt yy) geschrieben. In (ii) wird M lokal als das Bild einer
Immersiorﬂ und 7, M als das Bild der Ableitung der Immersion geschrieben. In
wird M lokal als das Urbild eines Punktes einer Submersio und T, M als
das Urbild von 0 unter der Ableitung der Submersion geschrieben.

Korollar 4.38 (Dimension des Tangentialraumes). T, M ist ein Untervektorraum des
R™ der Dimension gleich der Dimension von M.

Beweis des Korollars Gemiss Satz i (Charakterisierung einer
Untermannigfaltigkeit) gibt es (V, U, v) wie in Satz . Gemiss diesem Satz gilt
(4.24). Da Di(yo) : R? — R™ injektiv ist, folgt daraus, dass dimT,,M = dim R? = d.
Das beweist Korollar [4.38 [

Bemerkung. Alternativ folgt Korollar aus Satz[4.26{fiil)=(i) und Satz[4.37]ii).

(Uberpriifen Sie das!)

Beispiel 4.39. [Tangentialraum und Tangente] Sei V' C R eine offene Teilmenge und
f € CY(V,R). Der Graph M := gr(f) ist eine eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
von R2. Sei 2y € M. Wir schreiben 1, fiir die erste Komponente von xy. Geméss Satz
ist der Tangentialraum an gr(f) im Punkt zy gegeben durch

Too gr(f) = gr(Df (o)) = {(t, Df (wo)t) = t(1, f'(w0)) | t € R}. (4.26)

Das ist die Tangent an den Graphen der Funktion f, so verschoben, dass sie durch
den Ursprung in R? geht. Machen Sie sich das klar! Verwenden Sie, dass die Ableitung
der Funktion im Punkt y, die Steigung der Tangente ist! (So kann man die Ableitung
intuitiv erklédren.)

9Es reicht, dass die Abbildung im Punkt yo eine Immersion ist.
10Es reicht, dass die Abbildung im Punkt z eine Submersion ist.
dje Sie in der Mittelschule gesehen haben
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Abbildung 4.16: Tangentialraum = Tangente an die Helix.

Als ein Beispiel betrachten wir

f : R — R7 f(y) = yQa To = (17 1)

Wir haben yo = 1 und f'(y0) = 2. Gemiss (4.26) ist der Tangentialraum an gr(f) im
Punkt zy daher gegeben durch

Toy gr(f) = {(1,2) [t € R},
Das ist die Gerade durch den Ursprung und durch den Punkt (1,2).

Beispiel 4.40. [Tangentialraum an eine Helix] Wir betrachten die Helix

M = {(y,cosy,siny) ‘y € R}.

(Siehe Abbildung ) Sei xp € M. Wir berechnen den Tangentialraum an M im
Punkt zo mittels des Satzes |4.37|fi). Dazu schreiben wir yq fiir die erste Koordinate
von zo. M ist der Graph der Funktion

fiR=R*  f(y):= (cosy,siny).

Es gilt
Df(y) = f'(y)- = (—siny,cosy)- : R— R? VyeR.

Geméiss Satz gilt daher
TyoM = gr(Df(yo)) = {t(1, —sinyo,cosyo) | t € R}.

Das ist eine Gerade in R3. Siehe Abbildung |4.16
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Beispiel 4.41. [Tangentialrdume an die Sphére] Wir betrachten die Sphére
M :=5"":={zeR"||z]| = 1}.

Sei xp € S"~!. Wir berechnen den Tangentialraum an S”~! im Punkt zy mittels des

Satzes [4.37(liii}). Dazu definieren wir die Funktion
g:R" =R glw):= ]

Es gilt
g (1) =851, Dg(zo)v = 2(xg,v), Vv € R"™.

Wegen Beispiel (Sphére als reguldre Niveaumenge) ist 1 ein reguldrer Wert von g.
Gemiss Satz [4.37(iii) gilt darum, dass

T, S" ' = ker Dg(x9) = {v € R" | (xo,v) = 0}. (4.27)

Bemerkung. Wir kénnen 7,5 auch berechnen, indem wir das Beispiel (lo-
kale Parametrisierung der Sphére) und Satz verwenden. Diese Berechnung ist
allerdings komplizierter. Das zeigt, dass es empfehlenswert ist, die lokale Darstellung
von M gut auszuwéhlen, wenn wir die Tangentialrdume an M berechnen wollen.

Bemerkung 4.42. [Tangentialraum und Gradient| Der Tangentialraum hingt wie
folgt mit dem Gradienten zusammen. Seien U C R" offen, g : U — R und x € U.
Wir nehmen an, dass g in z differenzierbar ist. Wir schreiben (-, -) fiir das euklidische
Skalarprodukt auf R™. Aus der Gleichheit Dg(z) = <Vg(9c) > folgt, dass

ker Dg(z) = Vg(z)* = {v € R" | (Vg(z),v) = 0}.

Falls ¢ C* ist und 2z € R ein regulirer Wert fiir ¢ ist, dann ist der Tangentialraum an
M := g~ '(z) im Punkt = gemiss Satz|4.37({iii) daher gegeben durch

T.M = ker Dg(z) = Vg(z)*, Vre M.

Kurzgesagt: Der Gradient einer Funktion steht senkrecht auf jeder Niveaumenge, die
zu einem reguldren Wert gehort. Siehe Abbildung|4.17

Beispiel 4.43. [Gradient und Niveaumenge| Wie in Beispiel (Sphére als regulére

Niveaumenge) definieren wir
g(x) = [l=[*

Es gilt
g (0)=5"", Vg(z) =
und darum geméss Bemerkungm 4.42| dass

T,5"! (21:)
Siehe Abbildung Das stimmt mit iiberein.
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Abbildung 4.17: Der rote Pfeil ist der /r/ / O / 1
Gradient Vg(z) der Hohenfunktion g T T
in einem Punkt x. Er steht senkrecht

auf der Hohenlinie durch z.

Abbildung 4.18: Der Gradient der
Funktion g(z) := ||z||> und ein Tan-
gentialraum an die Sphére.

4.7 Tangentialabbildung

In Anwendungen spielen Abbildungen zwischen (Unter-)Mannigfaltigkeiten, insbeson-
dere Funktionen auf Mannigfaltigkeiten, eine wichtige Rolle. Zum Beispiel ist die Ober-
flichenladungsdichte auf einer metallenen Sphéire (=Kugeloberfliiche) eine Funktion

0:52—>R

Diese Ladungsdichte ist nicht konstant, falls sich in der Ndhe der Sphére eine Ladung
befindet. Diese Ladung dréngt Elektronen in der Sphére ndmlich auf die weiter weg
liegende Seite der Sphére. Sie induziert also eine nichtkonstante Ladungsdichte auf der
Sphére. Die Oberflichenladungsdichte ist nur auf der Sphére definiert. Es ist nicht sinn-
voll, von o(x) fiir einen Punkt = ausserhalb der Sphére zu sprechen. Eine physikalisch
relevante Frage ist zum Beispiel:

Frage. In welchen Punkten ist die Ladungsdichte o maximal?

Ein allgemeineres Problem ist das folgende:

I2Wir nehmen hier an, dass es sich um die Einheitssphiire 52 handelt, welche Mittelpunkt zg = 0
ist und Radius r = 1 besitzt. Des Weiteren nehmen wir an, dass die Ladungsdichte statisch ist, d. h.,
sich zeitlich nicht dndert.
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Problem. Wir betrachten eine Funktion, die auf einer Untermannigfaltigkeit des Ko-
ordinatenraums definiert ist. Bestimme die Punkte, in denen die Funktion mazximal
15t.

Dieses Problem werden wir im Abschnitt[4.8]studieren. Dazu bendtigen wir den Begriff
der Tangentialabbildung. Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung f zwischen zwei
Untermannigfaltigkeiten M und N in einem Punkt xq € M ist eine lineare Abbildung
TpoM — T4y N. Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordi-
natenrdumen. Um die Tangentialabbildung zu definieren, brauchen wir das Folgende.
Seien n,p € Ng, SCR™, f: S —RP, g€ S und k € N.

Definition 4.44 (C*-Eigenschaft, allgemeiner Definitionsbereich). Wir sagen, dass f
um den Punkt 2y C* ist g. d. w. es eine offene Umgebung U C R™ wvon xy und eine
Abbildung F € C*(U,RP) gibt, sodass

F=faufSNU. (4.28)

Wir sagen, dass f C* ist g. d. w. diese Bedingung fiir jeden Punkt o € S erfiillt ist.
Wir definieren

C*(S,RP) := {C’k—Abbildung von S nach RP}.

Bemerkung. Fiir k = 0ist f C° g. d. w. f stetig ist.

Eine Fortsetzung einer Funktion f ist eine Funktion F', sodass f eine Einschrinkung
von F ist. (Siehe (4.2).) Seien jetzt M C R™ und N C RP C''-Untermannigfaltigkeiten,
f: M — N eine C*-Abbildung und xo € M.

Hilfssatz 4.45. Seien U C R™ eine offene Umgebung von xo und F € CY(U,RP) eine
Fortsetzung von f|yeu. Es gilt

(i)
DF(20)(Tyy M) € Ty N.

(i) Sei U CR" eine offene Umgebung von xo und F € C*(U,RP) noch eine Fortset-
zung von f|ynu. Dann gilt, dass

DF(z) = DF(z)

T,

wo M TogM"

Beweis: Das folgt aus der Kettenregel.
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Abbildung 4.19: Tangentialabbildung einer Abbildung zwischen zwei Untermannigfal-
tigkeiten.

Definition 4.46. Wir definieren die Tangentialabbildung (oder Ableitung) von f im
Punkt zg als

Df(xg) := DF (g T M — Tiiap) N, (4.29)

)}TIOM :

wobei U C R™ eine offene Umgebung von xq und F € CY(U,RP) eine Fortsetzung von

f|MﬂU iSt.

Bemerkungen. e Gemiss Hilfssatz [4.45(i) nimmt Df(xq) tatséchlich Werte in
i

Tt@o)N an. Gemaéss Hilfssatz [4.45(ii) héngt D f(xo) nicht von der Wahl von F'
ab. Diese Abbildung ist darum wohldefiniert.

e Falls M C R" eine offene Teilmenge ist, dann stimmen die Definitionen [4.46]|
und [3.6|(S. [71} Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenrdaumen) iiberein.
Definition verallgemeinert also Definition

e Im Buch p. 137, Definition 5.2.1] wird die Tangentialabbildung fiir eine
Abbildung definiert, die auf einer offenen Umgebung von x( definiert ist. Wir
bendtigen jedoch die Definition fiir eine Funktion, die nur auf M definiert ist,
wie in Definition [4.46

Bemerkung. Aus der Kettenregel folgt, dass
d
Df(aoy= | fould)
tli=o

wobei x ein Weg in M ist, sodass ©(0) = v. Das ist eine alternative Beschreibung der
Tangentialabbildung. Abbildung verdeutlicht diese Beschreibung.

Beispiel 4.47. [Tangentialabbildung eines Weges] Seien N C R? eine C''-Untermannigfaltigkeit,
fe€CYR,N) und zy € R. Es gilt

Df(zo) = f'(w0): : R = Ty(ap) N.
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f' /U 5 '\)(A“s) _?p?%)

Xo=0

Abbildung 4.20: Tangentialabbildung eines Weges in einer Untermannigfaltigkeit.

ppetr )N\ 2 y

[/W$ xxgr .

Abbildung 4.21: Tangentialabbildung fiir eine Parametrisierung des Kreises.

Wir kénnen diese lineare Abbildung mit dem Vektor f'(z¢) € Tz, N identifizieren.
Siehe Abbildung Als ein konkretes Beispiel betrachten wir

f:R—=S"CR? f(z):= (cosx,sinx), xg € R.

Es gilt
Df(xo) = f'(x0) = (—sina, cosx),
siehe Abbildung [4.21]

Bemerkung. Falls wir x =t € M = R als Zeit und f als den Weg eines Teilchens in
N interpretieren, dann ist f(t) = f'(t) der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.
Er ist tangential an N. N beschreibt holonome Zwangsbedingungen in der klassischen
Mechanik.

Beispiel 4.48. [Tangentialabbildung einer Potenzfunktion] Seien m € Z und
f:S'CR* = S' f(cost,sint) := (cos(mt),sin(mt)).
Diese Abbildung ist glatt, da sie die Einschriankung der m-ten Potenzfunktion
F:R*=C—=C, F(2):=2",
auf den Einheitskreis S* ist['%] Seien

z€ 8 vi=iz=(—2,2).

¥Das folgt aus der Formel von de Moivre, die besagt, dass (cost+isin t)m = cos(mt) + i sin(mt).



KAPITEL 4. UMKEHRSATZ, IMPLIZITE FUNKTIONEN,
158 UNTERMANNIGFALTIGKEIT, TANGENTIALRAUM

v X(ts)

N
Lox(ts)
Do) v \Ij

\4
Abbildung 4.22: Tangentialabbildung von f: S' — S, f(z) := 2%

Da (z,v) = —z129 + 2021 = 0, gilt geméss Beispiel dass v € T, S'. Die Tangenti-
alabbildung von f bildet diesen Vektor ab auf
Df(z)v = DF(2)v

= F'(z)v (Uberpriifen Sie das mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen!)
=mz" tiz
=miz" € Tf(z)Sl

Dabei bezeichnet F’ die komplexe Ableitung von F. Siehe Abbildung

4.8 Kritische Punkte einer Funktion auf einer
Untermannigfaltigkeit von R",
Lagrange-Multiplikatorenregel

Wir betrachten das folgende Problem. Seien M C R™ eine C''-Untermannigfaltigkeit
und f : M — R eine C'-Funktion.

Problem. Finde das Mazimum und das Minimum von f (unter der Annahme, dass
f ein Mazimum und ein Minimum besitzt)!

Manchmal ist f die Einschrankung einer Funktion F', die auf einer Umgebung von M
definiert ist. Problemist dann das Problem, F'(z) unter der Nebenbedingung x € M
zu maximieren (oder minimieren).

Problem [4.8]tritt in verschiedenen Kontexten auf. In der Elektrostatik wird zum Bei-
spiel die Oberflichenladungsdichte auf einer metallenen Sphéire (=Kugeloberfléche)
betrachtet, welche durch eine Ladung induziert wird, die sich in der Nédhe der Sphére
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befindet. Ein Spezialfall des Problems ist es, das Maximum dieser Ladungsdichte
zu bestimmen.

Jeder Punkt, in dem eine Funktion ein Extremum (Maximum oder Minimum) an-
nimmt, ist ein kritischer Punkt der Funktion. Das bedeutet, dass die Tangentialabbil-
dung in diesem Punkt verschwindet. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist eine Me-
thode, um kritische Punkte zu finden. Diese Regel kann daher dazu gebraucht werden,
um Problem [4.8]zu 16sen.

Definition 4.49. FEin Punkt xo € M heisst kritischer (oder stationérer) Punkt fir f
g. d. w. die Tangentialabbildung von f in xy verschwindet, d. h.

Wir schreiben

Crit f := {kritische Punkte fiir f}

Bemerkungen 4.50. [kritischer Punkt, Extremum]

(i) Falls M eine offene Teilmenge von R™ ist, dann ist xo kritisch im Sinn der De-

finition g. d. w. x¢ kritisch im Sinn der Definition ist. Definition
verallgemeinert also Definition

(ii) Falls f in 2o ein Maximum oder Minimum annimmt, dann ist zy ein kritischer
Punkt fiir f. Das verallgemeinert Satz (Satz von Fermat iiber kritische
Punkte).

Beispiel 4.51. [kritische Punkte der Hohenfunktion auf der Sphére] Sei
fiM:=85"1 =R, f(x):=mx,

Dann gilt
Crit f = {21 := £e, = (0,...,0,£1) }.

Um das einzusehen, definieren wir
F:R" =R, F(z):=uz,.

Seiv € T,, 5" . Da F eine glatte Fortsetzung der Funktion f ist, gilt geméss Definition
4.46| (Tangentialabbildung), dass
Df(xi)v = DF(z)v
= Uy (gemiéiss Beispiel Ableitung einer affinen Funktion)
= <[L’+, U)

=0 (geméiss Beispiel [4.41).
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=y

Abbildung 4.23: Joseph-Louis Lagrange, italienischer Mathematiker und Astronom,
1736-1813.

Darum gilt z, € Crit f. Ahnliche Argumente zeigen, dass z_ € Crit f und dass z die
einzigen kritischen Punkte von f sind. (Uberpriifen Sie das!) Tatséchlich nimmt f in
x4 sein Maximum und in z_ sein Minimum an.

Falls es Funktionen g : U C R" — R? und F' : U — R gibt, sodass M = ¢g~'(0) und f =
F|yr, dann konnen wir das Problem mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel
l6sen. Das folgt aus dem néchsten Satz. Seien n,p € Ng, U C R" offen, F' € C*(U,R)
und g € C*(U,RP).

Definition 4.52. Wir definieren die Lagrangefunktion fir (F,g) als die Funktion

L:=1Lr,:UxR’ =R, L(z,\) = F(x) — \g(n). (4.30)

Wir definieren
M:=¢g*0)CU, f:=F|u.

Satz 4.53 (Lagrange-Multiplikatorenregel). Wir nehmen an, dass 0 ein regquldrer Wert
von g ist. Sei xg € U. Dann qgilt o € Critf ¢. d. w. es ein A\ € RP gibt, sodass
(2o, A) € Crit L.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf der Tatsache ker Dg(zo) = T, M (Satz|4.37) und
linearer Algebra.
Der Satz ist nach Joseph-Louis Lagrange benannt, siche Abbildung (4.23

Bemerkungen. e Gemiss dem Satz vom regulidren Wert (Satz [4.30) ist M =
g71(0) eine C'-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — p. Darum ist die
Bedingung xy € Crit f sinnvoll.
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Die Funktion f ist nur auf M definiert. Darum gilt Crit f C M.

Die Bedingung zy € Crit f impliziert nicht, dass zy € Crit F'.

Im Buch [DK04a| wird die Notation f fiir F' verwendet.

Die Bedingung (xg, A) € Crit L gilt genau dann, falls

DF(x¢) = AT Dg(xy),
9(xo) = 0.

(Bemerkenswerterweise erhalten wir auch noch die zweite Gleichung.)

xo. Er ist eindeutig. (Warum?)

161

Falls xq € Crit f, dann heisst A wie in Satz der Lagrange-Multiplikator fiir

Korollar 4.54 (Maximum und Minimum). Wir nehmen an, dass g eine Submersion
ist. Sei xg € M ein Punkt, in dem f sein Maximum oder Minimum annimmt. Dann

gibt es ein X € RP, sodass DF(zo) = AT Dg(z0).

Beweis: Das folgt aus Bemerkung[4.50(ii) und Satz 4.5‘34 U
Mit Hilfe des Korollars konnen wir Problem [4.8] 16sen.

Beispiel 4.55. [Sphire und Lagrange-Multiplikatoren] Wir definieren

pr:R"=RXx .- xR =R, pr(z):=uz,, f:=pr|gn-1.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel.

Dalfiir definieren wir

U:=R", g:U—=R, g(z):=|=|*-1, F:=pr:U —R,

L:R" xR %R, Lz, \) := F(z) — Ng(z) = 2, — A(||z|2 — 1).

Die Gleichungen (4.31}4.32) werden zu
pr = 2X\(zg,-) : R = R, o€ S" "

Die Losungen dieser Gleichungen sind

1 1
(xo, \) = <:v+, 5) , (ZB_, —§> . x4 = *e,.

(Uberpriifen Sie das!) Gemiiss Satz gilt daher Crit f = {z4+}. Das stimmt mit

Beispiel iiberein.






Kapitel 5

Mehrdimensionale
Riemann-integration, Satz von
Fubini iiber wiederholte
Integration, Jordan-Mass,
Substitutionsregel fiir
mehrdimensionale Integrale

Das Integral einer Funktion f von n Verédnderlichen ist der (n + 1)-dimensionale In-
halt (mit Vorzeichen) zwischen der (z1,...,x,)-Hyperebene und dem Graphen von f.
Heuristisch ist das Integral von f gleich der Summe

fla)de =" f(x)dz,
R" zeR™

wobei dx das n-dimensionale Volumen eines unendlich kleinen Quaders um den Punkt
T ist.

Das (eigentliche) Riemann-Integral einer Funktion mehrerer Variablen wird definiert,
indem wir die Funktion von oben und unten mit Treppenfunktionen annihern. Es
verallgemeinert das Riemann-Integral einer Funktion einer Variablen. Der Satz von
Fubini besagt, dass

dv = dzdy = dy dz.
/Rmmf(a?) x /m Rnf(y,z) zdy /n Rmf(y’z) y dz

Diesen Satz kénnen wir verwenden, um mehrdimensionale Integrale mittels wiederhol-
ter eindimensionaler Integration zu berechnen.

163
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In diesem Kapitel werden wir auch das Jordan-Mass behandeln, das die Idee des n-
dimensionalen Inhalts prézise macht.

5.1 Riemann-Integral

Um das Riemann-Integral zu definieren, benotigen wir das Folgende: Seien .S eine Men-
ge und A C S. Wir definieren die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion)
der Menge A als die Funktion

1, fallsz € A,
Xa:5 =R, Xa(@) = { 0, somnst.

Sei f : S — R eine Funktion. Erinnerung: f heisst beschrinkt g. d. w. es eine Konstante
C € ]0,00) gibt, sodass
|f(z)] < C, Vx € S. (5.1)

Definition 5.1 (eigentliches Riemann-Integral). (i) Ein n-dimensionaler (beschrénkter)
Quader (oder Rechtkant) ist ein Produkt der Form

R:ﬁ]i:]1><"'><]n,
=1

wobei Iy, ..., I, beschrinkte Intervalle sind. Diese diirfen offen, abgeschlossen
oder halb-offen sein.

(i) Wir schreiben die Linge eines Intervals I als |I|. Wir definieren den (n-dimensionalen)
Inhalt (oder das (n-dimensionale) Volumen) eines Quaders R = [[;_, I; als

vol(R) :=vol,(R) = |R| := [ [ |Ll = |Li| - -+ | T

i=1
Sei R C R™ ein Quader.

(11i) Wir nennen ¢ : R — R eine Treppenfunktion g¢. d. w. ¢ eine endliche Linear-
kombination von Indikatorfunktionen von n-dimensionalen Quadern ist.

(iv) Sei R eine endliche Kollektion (=Menge) von Quadern, die in R enthalten sind,
und cqg € R fiir @ € R. Wir definieren das Riemann-Integral der Treppenfunktion

Y = Z CQXQ
QER

als

[ etz = 3 colal (5:2)

QER
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Abbildung 5.1: Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826—1866.

(v) Sei f: R — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren das untere und das
obere Riemann-Integral von f (iiber R) als

/ f(z)dx := sup {/ o(z)dx | ¢ : R — R Treppenfunktion < f} , (5.3)
L R R

7 f(z)dz := inf {/ Y(x)dx ‘ v : R — R Treppenfunktion > f} . (54)
R R

Wir nennen f eigentlich Riemann-integrierbar (iiber R) ¢. d. w.

Z s > 7R F(@)da. (5.5)

In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber R) als

/R Fla)de == 1 ) f(a)da. (5.6)

Dieses Integral ist nach Bernhard Riemann benannt, siche Abbildung|5.1

Erklarungen:

Zu (E[): Ein Beispiel eines Quaders ist R = [0, 1] x (0,2] x [1,3) x (—1,0).

Zu : Zum Beispiel ist das Volumen von R := [0,1] x (0,2] x [1,3) x (—1,0) gleich
IR =1-2-2-1 = 4. Das Volumen eines Quaders verallgemeinert also die Begriffe
Linge eines Intervals, Oberfliche eines Rechtecks und (dreidimensionales) Volumen
eines dreidimensionalen Quaders.
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Zu und : ¢ : R — R ist eine Treppenfunktion g. d. w. we eine endliche
Kollektion R von Quadern gibt, die in R enthalten sind, und es Zahlen ¢y € R fiir
Q@ € R gibt, sodass
= coxo- (5.7)
QER
Bemerkung: Wir schreiben R = {Rl, e ,Rk} mit R; # R, fiir j # £ und ¢; 1= cpg,.

J
Dann gilt
k

k
o= e, /R p(@)dz = 3 6| Ry).
j=1

j=1

Ein Vorteil der Notation ist, dass wir dafiir keinen Index ;7 brauchen. Sei ¢ :
R — R eine Treppenfunktion. Wir konnen ¢ als eine endliche Linearkombination von
Indikatorfunktionen von Quadern schreiben, die eine Zerlegung von R bilden. Das folgt
unmittelbar aus dem néchsten Hilfssatz.

Hilfssatz 5.2 (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern). Sei R C R™ ein Quader
und R eine endliche Kollektion von Quadern, die in R enthalten sind. Dann gibt es
eine endliche Kollektion von Quadern R', die eine Zerlequng von R bilden, mit der
folgenden Eigenschaft:

Falls ein Quader Q' € R’ einen Quader QQ € R schneidet, dann ist Q" in Q enthalten.

Beweis: Im Fall n = 1 folgt diese Aussage mittels Induktion. Die allgemeine Situation
kann auf den Fall n = 1 reduziert werden.

Bemerkungen. o (Zerlegung) Zwei Mengen A und B heissen disjunkt g. d. w. sie
sich nicht schneiden, d. h., AN B = (). Eine Zerlegung (oder Partition) einer
Menge S ist eine Kollektion P nichtleerer (paarweise) disjunkter Mengen, deren
Vereinigung gleich S ist, also

s=r=J4

AeP

e Wir nennen eine Kollektion R’ wie in Hilfssatzeine Verfeinerung der Kollek-
tion R U {R}.

e Im Buch [DKO04b| wird das Wort “partition” umdefiniert. In dieser neuen Defi-
nition diirfen sich die Quader auf dem Rand iiberlappen.

Beispiel 5.3. n=1, R:=(-1,3), R := {(0,2), (1,3)}. Die Menge

R :={(-1,0],(0,1],(1,2),[2,3)}
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{ [

y
Abbildung 5.2: Aufspalten einer Summe charakteristischer Funktionen. Der Graph der

rechten Funktion hat die Form einer Treppe. Das ist der Grund fiir den Namen “Trep-
penfunktion”.

ist eine Verfeinerung der Kollektion R U {R}. Wir betrachten die Treppenfunktion

© 1= X(0,2) t+ X(1.3)-

Mit Hilfe der Verfeinerung R’ kénnen wir ¢ wie folgt schreiben:

® = X(,1] + 2X(1,2) + X[2,3) (5.8)

siehe Abbildung[5.2] Somit haben wir ¢ als eine Linearkombination von Indikatorfunk-
tionen von Quadern Q' € R’ geschrieben, die eine Zerlegung von R bilden.

Zu (iv)): Der nichste Hilfssatz zeigt, dass das Integral einer Treppenfunktion (gegeben
durch (5.2)) wohldefiniert ist, d. h., es hingt nicht davon ab, wie wir ¢ als eine endliche
Linearkombination charakteristischer Funktionen von Quadern schreiben. Seien R und
R’ endliche Kollektionen von Quadern, cq € R fiir @ € R und ¢, € R voor Q" € R'.

Hilfssatz 5.4 (Integral einer Treppenfunktion). Falls

> coxa= Y. coxa

QER Q'eER!

dann gilt
Y cl@Ql= ) %lQ
QeR QER

Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf Hilfssatz

Sei jetzt R ein Quader und @ZQeR coxg : R — R eine Treppenfunktion. Geméss
Hilfssatz (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern) gibt es eine endliche Kol-
lektion R’ disjunkter Quader, die in R enthalten sind, und es gibt Zahlen cf,, € R fiir

Q' € R/, sodass
p= Z CoXQ -
Q'eR’
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Es gilt

/ch(x)dx: Z co| Q- (5.9)

Q'eR!

Das ist der (n + 1)-dimensionale Inhalt (mit Vorzeichen) Zwischen der (zy,...,z,)-
Hypereben und dem Graphen von ¢. Darum stimmt unsere Definition des Integrals
einer Treppenfunktion mit unserer Intuition iiberein. Im Beispielgilt geméss (5.9),
dass

/[03] p(@)dr = 1-1(0,1]+2|(1,2)] +1-]2,3)|

=1-14+2-1+4+1-1
=4.

Das ist tatsdchlich der (1 + 1)-dimensionale Inhal zwischen der ml—Hypereben und
dem Graphen von ¢. Zu : Das prézisiert die Idee, dass wir das Integral erhalten,
indem wir die Funktion von oben und unten mit Treppenfunktionen annéhern.

Bemerkungen. Zum Buch [DKO04b|:

(i) In [DKO04bl Definition 6.2.3, p. 426] wird das untere/ obere Riemann-Integral
ein bisschen anders definiert, indem Zerlegungen des Quaders gebraucht werden,
worauf f definiert ist. Die Definitionen hier und im Buch sind dquivalent. Da-
her ist der Begriff der (eigentlichen) Riemann-Integrierbarkeit hier und im Buch
dquivalent, und die Integrale stimmen miteinander iiberein. Die Definition hier
scheint mir einfacher, flexibler und brauchbarer: Die Intervalle in der Definiti-
on diirfen offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Des Weiteren ist die Summe
zweier Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion. Das folgt sofort aus der
Definition. Diese Eigenschaft kann gebraucht werden, um Linearitéit der Integra-
tion zu beweisen.

(ii) In [DKO4bl Definition 6.4.1, p. 435] wird der Begriff einer Treppenfunktion ein
bisschen anders definiert.

Beispiel 5.5. [Integral der charakteristischen Funktion eines Dreiecks| Die Funktion

1, falls z; > 9,

fiR:=[0,1]x[0,1] =R, [f(z):= { 0, sonst

!'Damit meinen wir den Untervektorraum R"~! x {0} von R™.
2d. h. die Fliche
3d. h. der x1-Achse
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Xz 1

Abbildung 5.3: Die Treppenfunktion ¢ hat Tréger im schraffierten Gebiet.

ist eigentlich Riemann-Integrierbar mit Integral = % Beweis: Sei k € N. Wir definieren

k—1
SO = ZX<%7%)X(O,%) . R—> R,

j=1

siche die Abbildung|5.3| Das ist eine Treppenfunktion, die < f ist. (Uberpriifen Sie

das!) Darum gilt
(x)dzx < f(z)dz.
/gp x)dz / x)dx

Die linke Seite ist gleich

N

1

—~1 j_kk=-1 1
E ko 2 k2 2

=1

<
Il

Da k beliebig ist, folgt daraus, dass

Ein dhnliches Argument zeigt, dass

% > 7R fx)dz,  also 1 e > 7R f(@)da.

Daraus folgt, dass f eigentlich Riemann-integrierbar ist mit

/R o)z = %
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Beispiel 5.6. [nicht-Riemann-integrierbare Funktion] Die Funkt_.ion Xonp,1] : R =
[0,1] — R ist beschrénkt, aber nicht Riemann-integrierbar. Sieche Ubungsserie 11.

Bemerkung. Dieses Beispiel wurde schon in Analysis 1 behandelt. (Siehe [Stra, Bei-
spiel 6.2.2. ii), S. 134].)
5.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Seien R C R™ ein Quader und f : R — R eine beschrinkte Funktion. Die folgende Pro-
position fasst einige grundlegende Eigenschaften des (unteren und oberen) Riemann-
Integrals zusammen.

Proposition 5.7 (Riemann-Integration). (i) (unteres und oberes Integral) Es gilt
/ fla)de < / f(@)da. (5.10)
4 R R

(i1) (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit) f ist Riemann-integrierbar g. d. w. es
fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen o, : R — R g¢ibt, sodass

o < f <, (5.11)
Jpt(@)da — [ p(x)dr < e. (5.12)

(111) (Treppenfunktion integrierbar) Jede Treppenfunktion f = ¢ ist Riemann-integrierbar.
Ihr Riemann-Integral stimmt mit dem Integral in Definition tiberein.

(iv) (stetige Funktion Riemann-integrierbar) Falls R abgeschlossen (und beschrinkt)
ist und f stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f,g: R — R Riemann-integrierbare Funktionen und c € R.

(v) (Monotonie) Falls f < g, dann gilt
/f(x)da:ﬁ/g(a:)da:. (5.13)
R R

(vi) (Linearitit) cf und f + g sind Riemann-integrierbar und

/Rcf(yc)da:—c/Rf(x)dx, (5.14)
/R (F + g)(x)dz = /R @)z + /R o(z)dz. (5.15)
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(vii) Das Produkt zweier Riemann-integrierbarer Funktionen ist Riemann-integrierbar.

(viit) (Minimum, Mazimum, Absolutbetrag) min{ f, g}, max{ f, g} und|f| sind Riemann-
integrierbar, und es gilt
/ fdx
R

Beweis: (i) folgt mit Hilfe von Hilfssatz

< /R|f|dx- (5.16)

folgt aus der Definition von Riemann-Integrierbarkeit.

folgt aus der Definition des Riemann-Integrals, indem wir die Treppenfunktion
f = ¢ betrachten, und aus .

: |Stra, Satz 8.1.1, S. 197]
(vlvilviilviii): [DK04Db, Theorem 6.2.8, p. 428]

Bemerkungen. [Riemann-Integration]

o (i) impliziert, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn in (5.5) Gleich-
heit gilt, d. h.fRf(:z:)dx = [pf(x)dz.

e Aussagen (iiiliv|vi) liefern viele Beispiele fiir Riemann-integrierbare Funktionen.
Zum Beispiel ist

f:R:=[-1,1] =R, £(2) ::{x, fiir:n<0,}

x4+ 2, firz >0,
Riemann-integrierbar. Um das einzusehen, definieren wir
g,h:R—R, g = 2X[0,1]; h(z) := .

h ist eine Treppenfunktion und darum gemiss (iii) Riemann-integrierbar. g ist
ein Polynom, daher stetig und darum geméss (iv)) Riemann-integrierbar. Es gilt
f = g+ h, daher ist f eine Linearkombination von ¢ und h und darum geméss
Riemann-integrierbar. Es gilt

/Rf(x)dx:/Rg(x)daz—i-/Rh(:c)d:c (gemiiss )

21

xr
-9. 1 o
0,11+ 5

r=—1
(Definition des Integrals einer Treppenfunktion und Analysis 1)
=2.
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p

L/ 6 |

Abbildung 5.4: Die Menge S := R\ A.

Beispiel 5.8. [Quadrat ohne Dreieck] Wir definieren
R=(12)x (1,2, A= {re0ix01][n a0} §=R\A

siche Abbildung Xr ist eine Treppenfunktion und daher geméss Proposition|5. 7(iii)
Riemann-integrierbar mit Integral = |R| = 9. Geméss Beispiel ist xYa Riemann-
integrierbar mit Integral % Es gilt

XS = XR — XA-
Gemiiss Proposition [5.7[lvi) (Linearitét) gilt darum

117
/Xsdx:/XRd$—/XAd$=9——:—.
R R R 2 2

Beispiel 5.9. [integrierbare Funktion| Die Funktion
fiR:=[0,2n] x [0,1] = R, f(x):=sin (z, + ),

ist stetig und daher geméss Proposition Riemann-integrierbar. Es gilt
/ f(x)dz| < / |f(z)|dx (geméss Proposition [5.7/[viii))
R R
< / ldz (gemiéss Proposition )
R

= |R| = 2m,

also | [, f(z)dz| < 2.

Problem. Finde den genauen Wert des Integrals [ f(x)dx.

Wir werden dieses Problem im Beispiel mit Hilfe des Satzes von Fubini 16sen.
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el
SRR

Abbildung 5.6: Im wiederholten In-
tegral fRfo(y,z) dydz integrieren
Abbildung 5.5: Guido Fubini, italieni-  wir zuerst in horizontale Richtung
scher Mathematiker, 1879-1943. und dann in vertikale Richtung. Der
Satz von Fubini besagt, dass das

Joxr f(2) dz ergibt.

5.3 Satz von Fubini, mehrfache Integration

Der Satz von Fubini besagt, dass ein mehrdimensionales Integral gleich einem zwei-
fachen Integral in tieferen Dimensionen ist. Damit kénnen wir ein mehrdimensionales
Integral als ein wiederholtes eindimensionales Integral schreiben. Das ist ein wichtiges
Werkzeug zur Berechnung von Integralen. Seien  C R™ und R C R™ Quader und
f:Q@xR—R

Satz 5.10 (Satz von Fubini, wiederholte Integration). Wir nehmen an, dass f Riemann-
integrierbar ist. Dann sind die Funktionen

RBzHiQf(y,z)dyE R, (5.17)
R>z— TQf(y, z)dy € R (5.18)

Riemann-integrierbar, und

Qfo(:U)d:c:/Rle(y,z)dydz:/}27Qf(y,z)dydz. (5.19)

Beweis: [DK04bl Theorem 6.4.2, p. 436]

Dieser Satz ist nach Guido Fubini benannt, siche Abbildung |5.5] Abbildung ver—
deutlicht den Satz.
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Bemerkung. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Im Allgemeinen kénnen wir
J und [ nicht durch [ ersetzen. Beispiel:

Q = [07 1]7 R:= [07 1]7 f = X(QN[0,1])x {0}~

[ ist Riemann-integrierbar (iiber @ x R), aber fiir z = 0 ist die Funktion f(-,2) :
() — R nicht Riemann-integrierbar. (Siehe Ubungsserie 10.) Daher ergibt das Integral
fQ f(y,0)dy keinen Sinn.

Beispiel 5.11. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Wir definieren
Q:=[0,27], R:=[0,1], f:QxR—=R, f(y,z):=sin(y+€e*).

Gemiiss Beispiel ist f Riemann-integrierbar. Ein dhnliches Argument zeigt, dass
f(-, 2) fur jedes z € R Riemann-integrierbar ist. Fiir jedes z € [0, 1] gilt

2w
/ sin(y + €*)dy = — cos(y + €°) }22;0
0

=0 (da cos 2m-periodisch ist).

Gemaéss Satz gilt darum, dass

Korollar 5.12 (Vertauschen der Integrationsreihenfolge). Falls @ und R abgeschlossen
und f stetig sind, dann sind die Funktionen z fQ fly,2)dy und y — [ f(y, z)dz
Riemann-integrierbar, und

/R</Qf(y,z)dy> dz = QXRf(x)dx (5.20)
_ /Q ( / (9. 2)dz) dy (5.21)

Beweis: Das folgt aus Satz

Bemerkung. Gemiss Proposition[5.7(fiv) (stetige Funktion Riemann-integrierbar) sind
die Integrale [, . f(z)dz, [, f(y,z)dy und [, f(y,z)dz wohldefiniert (fiir alle z € R
und y € R). Die Aussage des Korollars ist darum sinnvoll.

Bemerkung. Unter den Annahmen von Korollar|5.12|sind die Funktionen z — [, 0 f(y, z)dy

und y — [, f(y, z)dz sogar stetig und darum Riemann-integrierbar wegen Proposition

Bm)
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Beispiel 5.13. Problem: Berechne

/027r (/01 sin(y + ez)dz> dy!

Losung: Geméss Korollar und Beispiel ist dieses Integral gleich

/01 (/02 sin(y + ez)dy) dz — 0.

Bemerkung. Seia; <b, €R, firi =1,...,n, und
f:R:=la, 1] x -+ X [an,b,] = R

eine stetige Funktion. Gemiéss Satz (Fubini) gilt

/Rf(x)dx - /b . (/b f(z,... ,xn)dxl) o da,,

Beispiel 5.14. Fiir

f:R:=1[0,1® =R, f(z):= 21213

1 1 1
/ f(x)dx = / / / T1X9x3 dxy dry dxs
R 0 0 0
1 1 1 1 t2
= —/ / ToX3 dl‘g dl‘g (da / tdt = —
2 0 0 0 2
1 1
/ 173d$3
0

gilt

1

t=0 2

ol — x|

Achtung: f braucht nicht Riemann-integrierbar zu sein, falls die wiederholten Inte-
grale existieren. Falls sie existieren, brauchen die wiederholten Integrale auch nicht
gleich zu sein, falls f nicht Riemann-integrierbar ist:

Beispiel 5.15. [wiederholte Integrale sind verschieden] Wir betrachten

-2

' Sy, fallsa <y,
f . (0, 1) X (O, ]-) — Ra f(xvy) T { _x_27 sonst.
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Fiir jedes y € (0,1) ist f(-,y) : (0,1) — R Riemann-integrierbar, weil diese Funktion
beschrénkt ist und ihre Einschrankungen auf (0,y) und [y, 1) stetig sind. Es gilt

1
= / f(z,y)dw
0
Yy 1
:/ dex—/ r%dx
0 y

=y +al],,
=1.

Dabher ist g tiber (0,1) Riemann-integrierbar, mit

//fxydmdy—/ g(y)dy = 1.

Indem wir die Rollen vom z und y vertauschen und die Gleichheit f(z,y) = —f(y, x)
(fiir x # y) verwenden, folgt daraus, dass

/Ol/olf@,y)dydx: 14 1=/01/01f<x,y>dxdy.

Die wiederholten Integrale sind also verschieden. Wir bemerken, dass die Funktion f
nicht Riemann-integrierbar ist, da sie nicht beschréankt ist. Daher widerspricht dieses

Beispiel dem Satz (Fubini) nicht.

Idee des Beweises des Satzes (Fubini): Heuristisch sind dx, dy, dz die Volu-
men unendlich kleiner Quader Sy, Qg, Ry, wobei Sy = Qg x Ry. Daraus folgt intuitiv,
dass dxr = dydz und darum, dass

Z f(x)dx

QxR TEQXR

TEINTNT £y, 2) dydz

zER yeQ

- /R /Q 1y, =) dyd=.

5.4 Jordan-Mass

Mit dem eindimensionalen Inhalt einer Kurve meinen wir ihre Lange, mit dem zweidi-
mensionalen Inhalt einer Fléche ihren Flécheninhalt und mit dem dreidimensionalen In-
halt eines dreidimensionalen Korpers sein Volumen. Das Jordan-Mass verallgemeinert
diesen Begriff eines Inhalts auf beliebige Dimensionen. Um es zu definieren, benotigen
wir das Folgende: Seien S CR® und f: S — R.
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Definition 5.16. Wir nennen f (eigentlich) Riemann-integrierbar (iiber S) ¢. d. w. es
einen Quader R gibt, sodass f =0 auf S\ R wund die Funktion

f(z), fallsx €S,

0, sonst

F:R—R, Fzx):= { (5.22)

(eigentlich) Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral
von f (iber S) als

/S @)z = /R F(a)da. (5.23)

Bemerkungen. e Die rechte Seite von (5.23) héngt nicht von der Wahl von R ab.
(Uberpriifen Sie das!) Daher ist [, f(z)dz wohldefiniert.

e Falls f : S — R Riemann-integrierbar ist, dann sind f und f~'(R\ {0}) be-
schrankt.

e Fiir S = R" wird in |DKO04b| eine Funktion f wie in Definition Riemann-
integrierbar mit kompaktem Trager (Riemann integrable with compact support)
genannt.

Fiir ¢ € R und S C R™ schreiben wir die Funktion auf S, die konstant gleich ¢ ist, als
cs: S —R, cs(z) =rc.

Definition 5.17 (Jordan-Mass). Eine Teilmenge S C R™ heisst Jordan-messbar g. d. w. 1g
Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir ihr Jordan-Mass (oder ihren
Jordan-Inhalt) als

vol(S) :=vol,(S) :=|S] := /Slda;

(wie in Definition .
Dieser Begriff ist nach Camille Jordan benannt, siche Abbildung (5.7
Bemerkung. Jede Jordan-messbare Menge ist beschrankt.

Beispiel 5.18. [Quader Jordan-messbar| Jeder Quader in R ist Jordan-messbar mit
Jordan-Mass gleich seinem Volumen. (Siche Definition [5.1{i).) Das folgt unmittelbar
aus der Definition.

Beispiel 5.19. [Dreieck Jordan-messbar] Die Menge

S = {xE[O,l]X[O,lHa:lzxg}
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Abbildung 5.7: Camille Jordan, franzosischer Mathematiker, 1838-1922.

ist Jordan-messbar mit
S| = !
=5

Das folgt aus Beispiel [5.5]

Beispiel 5.20. [nicht-Jordan-messbare Menge] Die Menge S := Q™ N [0, 1]™ ist be-
schriankt, aber nicht Jordan-messbar. (Warum?)

Bemerkung 5.21. [Riemann-Integral iiber Jordan-messbare Menge| Eine Riemann-
integrierbare Funktion ist Riemann-integrierbar iiber jede Jordan-messbare Menge:
Seien Sy C R", f € RZ(Sy) Riemann-integrierbar iiber Sy und S C Sy Jordan-messbar.
Dann ist die Einschriankung f|s Riemann-integrierbar iiber S. Das folgt aus Proposition
5.7(vii), der Gleichheit fxs = (fxs,)xs und der Tatsache, dass fxg, und xs Riemann-
integrierbar sind iiber jeden Quader R, der f~!(R\ {0}) und S enthilt.

"N

Beispiel 5.22. [Integral iiber Jordan-messbare Menge] Der Ball B" = B (0) ist
Jordan-messbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand von B" eine kompak-
te glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 < n ist. Siehe Theorem
6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Da die Funktion

f=-L1" =R, f(z):=u,

stetig ist, ist f geméss Proposition [5.7[liv) Riemann-integrierbar. Daher folgt aus Be-
merkung ‘ dass f iiber B" Riemann-integrierbar ist.

Frage. Was ist das Integral?

Antwort: B" ist symmetrisch beziiglich Spiegelung an der (Jc2, e ,xn)—Hyperebene.
Des Weiteren ist f antisymmetrisch beziiglich dieser Spiegelung. Darum verschwindet
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das Integral
/ zixg (21, 2)da
[71»1]

fiir jedes z = (3, ..., 2,). Gemiss Satz[5.10] (Fubini) folgt daraus, dass

/ 1 dx:/ / rixg" (21, 2)dz, dz
B" [-1,1]7—1 J[-1,1]

=0.

5.5 Substitutionsregel, Integral einer
drehinvarianten Funktion,
Transformationssatz fiir das Volumen

Um das Integral einer Funktion auf R™ zu berechnen, ist es manchmal praktisch, an-
dere Koordinaten als die Standardkoordinaten zu verwenden. Die Substitutionsregel
fiir Integrale besagt, dass das Integral einer Funktion berechnet werden kann, indem
die Funktion in den neuen Koordinaten ausgedriickt, mit dem Betrag der Jacobi-
Determinante [*| multipliziert und integriert wird. Wir werden die folgenden Anwen-
dungen der Substitutionsregel behandeln:

e cine Formel fiir das Integral einer drehinvarianten Funktion zweier Verénderlicher,

e Transformationssatz = eine Formel fiir das Volumen des Bildes einer Menge unter
einem C*-Diffeomorphismus.

Substitutionsregel
Erinnerung an Analysis 1:

Proposition 5.23 (Substitutionsregel fiir ein eindimensionales Integral). Seien a < b,
U : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : ¥([a,b]) — R stetig. Dann gilt

T (b) b
/ f()de = / (f 0 U(y) ¥ (y)dy. (5.24)

Y(a)

Beweis: [Stral Satz 6.1.5, S. 122]

Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

4Das ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation.
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u v

Lt [fo9)ldet Del

Abbildung 5.8: Die Substitutionsregel.

Diese Formel ist niitzlich, um eindimensionale Integrale zu berechnen. Der folgende
Satz liefert eine Verallgemeinerung der Formel auf hohere Dimensionen.

Satz 5.24 (Substitutionsregel fiir ein mehrdimensionales Integral). Seien U,V C R"

offen, ¥ : V. — U ein C-Diffeomorphismus, S C R" eine beschrinkte Teilmenge,
sodass S CUP, und f: S — R. Dann gilt:

(i) f ist Riemann-integrierbar (iber S) g. d. w.
(foU)|det D¥|: U~'(S) » R
Riemann-integrierbar ist.

(ii) In diesem Fall gilt, dass

/Sf(x)dx = /q/—l(s)(f o W)(y)| det DU (y)| dy. (5.25)

Beweis: Satz 8.5.2, S. 215]
Fiir die Beweisidee sieche S.

Abbildung verdeutlicht Satz

Bemerkung. Satz impliziert (5.24), falls ¥ eine stetig differenzierbare Funktion

einer Verdnderlichen ist, deren Ableitung {iberall (strikt) positiv oder negativ ist. Im

%S bezeichnet den Abschluss von S, sieche Deﬁnition
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negativen Fall gilt W(a) > W(b) und daher fiir die linke Seite von (5.24):
v (b) ¥(a)
[ s [

¥(a) v (b)

= — z)dx
/s:z[xp(b),\p(a)} f@)

= —/ (fo \I/)(y)‘ det D‘If(y)‘ dy (wegen Satz|5.24)
T=1(5)=[a,b]

b
~ [(Fon @) dy
Daher gilt (5.24). Das ist der Grund fiir den Betrag in (5.25).

Beispiel 5.25. [affine Transformation] Wir nehmen an, dass ¥ affin ist. Dann gibt es
einen linearen Isomorphismus 7" : R®™ — R™ und einen Vektor v € R", sodass

U(y) =Ty +v.

Wir schreiben
S—v:={r—v|zeS}

fiir die um —v verschobene Menge S. Das Urbild von S unter ¥ is gegeben durch
UHS) =T 1S —v).
Die Gleichheit (5.25) besagt daher, dass

/f(m)dm = | det T| / f(Ty + v)dy. (5.26)
s T-1(S—v)

Darum unterscheiden sich das “naive Integral von f beziiglich 7 vom Integral |, ¢ f(x)dw
um den Korrekturfaktor | det T‘. Wir fixieren jetzt einen Quader R C R™ und betrach-
ten den Fall, dass v =0, S = U(R) und f = xs. Dann besagt (5.26), dass

IT(R)| = | det T||R). (5.27)

Im Fall Ty = cy mit ¢ € R\ {0} (zentrische Streckung) folgt das aus der Definition des
Volumens. Wir betrachten den Fall n = 2 und

1 ¢
T = ( 01 ) ) (5.28)
wobei ¢ € R, sieche Abbildung|5.9

Es gilt, dass |T'(R)| = |R|. Das folgt, indem wir auf der rechten Seite des Parallelo-
gramms T'(R) ein Dreieck abschneiden und dieses auf der linken Seite wieder einfiigen.
Dadurch erhalten wir wieder das Rechteck R. (Dabei nehmen wir an, dass R die Form
I} x Iy besitzt, wobei Iy, I Intervalle sind und [; halb-offen ist.) Das beweist ,

falls T durch (5.28) gegeben ist.



KAPITEL 5. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION, FUBINI, JORDAN-MASS,
182 SUBSTITUTIONSREGEL

/ol 9
> €, = Te—!

Abbildung 5.9: Die Abbildung T, eine Scherung.

Integral einer drehinvarianten Funktion

Als Anwendung des Satzes erhalten wir eine Formel fiir das Integral einer dre-
hinvarianten Funktion. Seien o > 0 und f : [0,79] — R eine stetige Funktion. Wir
definieren

f:Bo =R, flx) = f(|]).

Bemerkung. Wir definieren

f(z), fallsz e Eio,

R = [—To,ro] X [—To,T’o], F:R =R, F(x) = { 0 sonst

Die Funktion F ist Riemann-integrierbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand

von Eio eine kompakte glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1 < n ist. Siehe
[DK04b| Theorem 6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Gemiiss Definition |5.16|ist f

daher Riemann-integrierbar und

» f(.r)d.tr::/RF(x)dx.

Korollar 5.26 (Integral einer drehinvarianten Funktion). FEs gilt, dass

/B , Sayie = om /0 " Fyrar. (5.29)

Beweis des Korollars[5.26t Wir definieren
U:=R*\ ((—o0,0] x {0}), V :=(0,00) x (—m,m)

und betrachten die Polarkoordinatenabbildung

U:V U, U(r,p) ::<rcos<p>‘

rsin @
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(5¢)
¥
E— 03—4 SRSV |
£ 1
~
Se
\—”— L S

Abbildung 5.10: Polarkoordinaten und die Mengen §5 und S..

(Siehe Abbildung ) Diese Abbildung ist eine glatte Bijektion. (Uberpriifen Sie,
dass die Abbildung bijektiv ist!) Gemiss der Formel (4.6) in Beispiel gﬂt, dass

det DU (r, ) = .

Gemiss dem Umkehrsatz[4.3]ist ¥ daher ein glatter Diffeomorphismus. Fiir jedes ¢ > 0
schreiben wir

S. = [e, 0] X [—7r—|—€,7r—€], Se == W(S,),

siehe Abbildung(5.10] Die Abbildung fxgs. ist Riemann-integrierbar. Geméss Satz
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(Substitutionsregel) und Satz (Fubini) gilt darum, dass

[ s@r= [ (o wm)|det DU dy

1(Se)

/ / 7 COS Y, T Sin go)r dr dy
7r+6 €
/ r)rdrde
T+ Je
= (2m — 2¢) / Fr)rdr.

Indem wir den Grenzwert ¢ — 0 nehmen, folgt daraus (5.29). (Uberpriifen Sie, dass
f(z)dz — / f(z)dz, fallse —0!)
S. B’

Das beweist Korollar [5.261 O

Beispiel 5.27. Korollar impliziert, dass fiir jedes a > 0 gilt, dass
1 1
2 2
/ |z||*dx = 27r/ ratlgy = 21 _pat2l T
B 0

a—+2 r—o a+2

Fiir a = 0 erhalten wir m, den Fldcheninhalt von B

Beispiel 5.28. [Integral der gauBschen Glockenkurve] Wir betrachten die gaufsche
Glockenkurve ,
f:R—=R,  ft):=e",

siche Abbildung|5.11} Diese Funktion ist uneigentlich Riemann—integrierbar, d. h., fist
iiber jedes beschrénkte Intervall eigentlich Riemann-integrierbar, fo‘r (x)dx konver-

giert fiir x; — oo und f f(z)dz konvergiert fiir x_ — —oo. Aus Proposition Il
folgt, dass

Ty 0
/Rf(x)dx = lim f(z)dz + lim f( )dx < 3.

00 J, T S—o0
(Siehe Ubungsserie 11.)

Problem: Berechne [ f(z)dz.

Um dieses Problem zu l6sen, definieren wir

F:R*5R, F(z):=¢ ol
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Abbildung 5.11: GauBsche Glockenkur-

ve.

Abbildung 5.12: Die Bille und Quadra-
te sind wie abgebildet ineinander ent-
halten.

Sei a > 0. Diese Funktion ist stetig und daher gemé#ss Proposition [5.7(iv]) iiber R, :=
[—a, a]? Riemann-integrierbar. Geméss Satz (Fubini) gilt darum, dass

/ dx—/a/a ~=t ey, da
_/a 2(/2 xld:vl) dxo
_ ( / ' f(t)dt)z. (5.30)

—a

Sei ro > 0. Geméss Korollar gilt, dass

T0
/2 F(x)dx = 27r/ e rdr = —me" = —me "0 4 7. (5.31)
B 0

Das konvergiert fiir 7o — oo gegen 7. Der Ball EZO ist im Quadrat R,—,, enthalten. Des
Weiteren ist das Quadrat R, im Ball Fi/_\/a enthalten, siehe Abbildung|5.12| Daraus
folgt, dass [, F R x)dzx fiir a — oo gegen denselben Grenzwert wie 1|5 31|) konvergiert.
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(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit (5.30) kombinieren, folgt, dass

/ e Pdt=lim [ f(t)dt
R

a—oo |_

= lim / F(z)dx  (wegen (5.30))

a—o0

= \/ hm dx
a—r o0
\/ hm x)dx
ro—00

(wegen )

Das lost das obige Problem.

Bemerkungen. (i) Die gauische Glockenkurve spielt eine wichtige Rolle in der Sto-
chastik, wo sie als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung auf-
tritt.

(i) Es gibt keine “Formel” fiir die Funktion F(a) := [*_ e~ dt. Dennoch waren wir
im Stande, das Integral {iber ganz R zu berechnen. Das ist ein eindimensionales
Integral, aber in unserer Berechnung haben wir ein zweidimensionales Integral
verwendet. Das zeigt, dass mehrdimensionale Integration auch fiir die Berechnung
gewisser eindimensionaler Integrale niitzlich ist.

Transformationssatz fiir das Volumen

Als Anwendung des Satzes (Substitutionsregel) erhalten wir das folgende Korollar.
Korollar 5.29 (Transformationssatz fiir das Volumen). Seien U,V C R" offen, U :

V — U ein C*-Diffeomorphismus und A eine Jordan-messbare Menge, sodass A C V.
Dann ist V(A) Jordan-messbar mit

|W(A)] /ydet (D¥(y))|dy. (5.32)

Beweis: Jordan-Messbarkeit: [Stra, Satz 8.5.1, p. 212]
Die Formel (5.32)) folgt aus Satz mit S :=V(A)und f=1.0
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—

. 5 ™
N /)] = ¢
AN N~

Y

Abbildung 5.13: Wirkung von ¥ auf den infinitesimalen Quader Q.

Beweisidee fiir die Substitutionsregel

Die Idee des Beweises des Satzes ist die folgende. Sei & : R* — R" ein affiner
[somorphismus, d. h., es gibt einen linearen Isomorphismu.ﬁ T : R* — R"” und einen
Vektor v € R", sodass ®(x) = T(x) + v, fiir jedes x € R". Sei R C R" ein Quader.
Mittels eines Arguments wie in Beispiel und linearer Algebra folgt, dass

|®(R)| = |det T'|| R (5.33)
Sei jetzt ¥ ein C''-Diffeomorphismus und y, € R®. Wir definieren
®y, :R" = R", @y (y) := D¥(y0)(y — y0) + ¥(yo). (5.34)

Das ist die beste affine Ndherung von ¥ um yo. (Vergleiche mit ) Heuristisch
bildet ¥ einen inﬁnitesimalerﬂ Quader () mit Mittelpunkt g, auf das infinitesimale
Parallelepiped ¥(Q) = ©,,(Q) ab, siche Abbildung Wir schreiben dy, dx fiir die
Volumen von @, ¥(Q) = ®,,(Q). (Falls wir dy* fiir die Lénge der i-ten Seite von Q

schreiben, dann gilt, dass dy = dy' - - - dy™.) Gemiiss l) gilt heuristisch
dz = |®,,(Q)| = | det DV (yo)| dy.

Heuristisch folgt daraus, dass

/fdx = f(zo)dz

=" f(W(yo))| det DU(yo)|dy (w0 = V(o))

:/(fo\Il)}detD\If‘dy,

also die im Satz (Substitutionsregel) behauptete Gleichheit (5.25)).

6d. h. eine bijektive lineare Abbildung
7d. h. “unendlich kleinen”







Kapitel 6

Vektorfelder und die Satze von
Green, Stokes und Gaufl

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R™. In der
Physik spielt X die Rolle einer vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindig-
keitsvektorfeldes einer Fliissigkeit oder des elektrischen Feldes. Die Sétze von Green,
Stokes und Gaufl besagen, dass das Integral einer gewissen Art von Ableitung eines
Vektorfeldes iiber ein Gebiet gleich einer Art Integral des Vektorfeldes iiber den Rand
des Gebietes ist. Im Fall von Green ist das Gebiet eine offene Teilmenge von R?, fiir
Stokes ist es eine Fliche in R3, und fiir Gauf} ist es eine offene Teilmenge von R™.

Die drei Sétze (Green, Stokes und Gauf) spielen eine wichtige Rolle in der Physik. Sie
werden in der Stromungslehre und Elektrodynamik angewendet. Der Satz von Stokes
wird zum Beispiel verwendet, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier
Maxwellgleichungen herzuleiten. Der Satz von Gaufl wird verwendet, um das gaufische
Gesetz der Elektrostatik aus einer anderen Maxwellgleichung herzuleiten. (Siehe die
Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen.)

Die drei Sétze verallgemeinern den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung. Dieser besagt, dass das Integral der Ableitung einer stetig differenzierbaren
Funktion einer reellen Verénderlichen gleich dem Unterschied der Werte der Funktion
in den Endpunkten des Intervalls ist.

Der Satz von Green ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem die Fléche eine
Teilmenge von R? ist.

6.1 Kurvenintegral, Orientierung, C*-Gebiet

Der Satz von Green besagt, dass das Integral der Rotation eines Vektorfeldes iiber ein
C'-Gebiet in der Ebene gleich dem Kurvenintegral des Vektorfeldes iiber den positiv

189
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orientierten Rand des Gebietes ist. In diesem Abschnitt definieren wir diese Begriffe.
Die Definition des Kurvenintegrals beruht auf der folgenden Definition und Proposition.
Seien n € Ng und k& € NU {o0}.

Definition. Eine (eingebettete) C*-Kurve in R" ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension 1.

Sei C' C R™ eine kompakt C'-Kurve.

Lemma 6.1 (Kurvenintegral einer Funktion). Es gilt:

(1) Es gibt ein ¢ € Ny und fir jedes j = 1,...,{ ein kompaktes Intervall I; positiver
Linge und eine Immersion x; € C*(I1;,R™), sodass

zi(l;) = C

1

1
Jj=

und so, dass die Abbildung

UG} xInt I; > (4, 8) = a5(t) € C

J

injektiv ist. (Dabei bezeichnet Int I; das Innere von I;, siehe Definition )

Seien jetzt f : C — R eine stetige Funktion und { und (1;,x;);=1,. ¢ wie in @)
Wir definieren

H(F L)) =3 [ Foai@lis(ol dr (6.1)

(1) Die Zahl I(f,(I;,x;);) hingt nicht von (I;,x;); ab.

Bemerkung. Die Ableitung von z; ist auf dem ganzen Intervall /; definiert, auch in
den Randpunkten. Daher ergibt die Bedingung, dass x; eine Immersion ist, Sinn.

Beweis des Lemmas folgt aus der Klassifikation der eindimensionalen C*-
Untermannigfaltigkeiten, welche besagt, dass jede weg-zusammenhéngende eindimen-
sionale C*-Untermannigfaltigkeit von R” C’k—diffeomorp zur Geraden R oder zum
Kreis S* ist.

LGemiiss Satz bedeutet das, dass C' abgeschlossen und beschrankt ist.
2Zwei Untermannigfaltigkeiten heissen C*-diffeomorph, falls es einen C*-Diffeomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, d. h. eine bijektive C*-Abbildung deren Umkehrung ebenfalls C* ist.
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folgt aus der Tatsache, dass der Ausdruck I ( f, (1, x;) j) gleich dem Integral iiber
die Untermannigfaltigkeit C' ist. Siehe Definition [6.26] und Korollar

Definition 6.2 (Kurvenintegral einer Funktion). Wir definieren das (Kurven-)Integral
von f iiber C als

/Cde =1I(f.(j,7));), (6.2)
wobei (1, x;); wie in Lemma(ﬂ) ist und I(f, (I}, 2;);) durch gegeben ist.

Bemerkungen. [Kurvenintegrall

e Wir kénnen das Kurvenintegral wie folgt heuristisch interpretieren. Sei ¢y € I;.
Wir definieren

\Ijto ‘R — Rn, \Ijto(t) = x](to)(t — to) + .Tj(to).

Das ist die beste affine Néherung von x; um t,. (Vergleiche mit (3.10)).) Fiir jedes
Intervall J gilt:
Linge von W, (J) = [l (to) 1] (6.3

Heuristisch bildet z; ein inﬁnitesimalesﬂ Intervall J mit Mittelpunkt ¢, auf die
infinitesimale Strecke x;(J) = ¥, (J) ab. Wir schreiben dt, ds fiir die Langen
von J, z;(J) = Wy (J).

Heuristisch ist ds die Lénge des Bildes unter x; eines infinitesimalen Zeitintervalls
der Linge dt. Gemiss (6.3) gilt

ds = ||&;(to)]|dt, (6.4)

sieche Abbildung

Das Kurvenintegral von f ist gegeben durch
/ fds= Z / fox;||;| dt (gemiss der Definition (6.2))
C -
J
=33 flx;(to))|l4;(to) | dt  (heuristisch)

J to
= Z f(zo)ds (heuristisch geméss (6.4)) mit zo = x;(to)),
zoeC

und das ist intuitiv gleich dem Flécheninhalt (mit Vorzeichen) der Fléche, die
durch C x {0} € R"™! und den Graphen von f aufgespannt wird.

3d. h. “unendlich kleines”
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Abbildung 6.1: Die infinitesimale Bogenléange ds.

e Fiir f =1 nennen wir

°C) = /C 1ds

die (Bogen-)Ldnge von C. Das stimmt mit unserer Intuition iiberein, dass die
Bogenlénge die Summe der Léngen der “infinitesimalen Bogen” ist, woraus C
besteht.

Beispiel 6.3. [Kurvenintegral einer Funktion] Wir betrachten

C:=8' feC(S',R).
Es gilt

27
fds= / f(cost,sint)dt.
st 0
Um das zu sehen, definieren wir
k=1, I,:=[0,2n], x:1 = R* z1(t) := (cost,sint).

Es gilt, dass

iy = (—sint,cost), || = \/(— sint)? + cos?t = 1.

Insbesondere erhalten wir fiir die Bogenldnge des Einheitskreises

2w
(S :/ 1ds:/ dt = 2.
St 0
Ein anderes Beispiel is

2m
/51 rtds = /0 cos(t) = sint|7™, = 0.

Das folgt auch aus einem Symmetrie-Argument. (Wie?)

4Hier bezeichnet z! die erste Koordinate von x € R2.
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Sei C' C R™ eine C''-Kurve.

Definition 6.4 (Einheitstangentialvektorfeld). Ein Einheitstangentialvektorfeld langs
C' (oder eine Orientierung von C') ist eine stetige Abbildung T : C' — R", sodass

T(x)eT,C, |T(z)|| =1, VzeCl.
Beispiel 6.5. [Orientierungen des Kreises| Die Abbildungen

T:S' =R T(z):=(—2%2"),
und —7" sind Orientierungen des Kreises.

Bemerkung. Falls C eine wegzusammenhingende C*-Kurve ist, dann gibt es genau
zwel Orientierungen auf C' (7" und —7'). Grund: Falls 7" und 7" Orientierungen sind,
dann gilt - T : C' — {£1}. Diese Abbildung ist stetig. Da C' wegzusammenhéngend

ist, folgt daraus, dass das Bild von T"- T" wegzusammenhéngend ist. Daraus folgt, dass
T-T =1 oder —1 und darum, dass T'="T oder T'= —T.

Sei T eine Orientierung von C'. Ein stetiges Vektorfeld lings C ist eine stetige Abbildung
X :C — R™ Sei X ein solches Vektorfeld. Wir bezeichnen mit

n
v-w = E v’
i=1

das Standardskalarprodukt zweier Vektoren v, w € R™.

Definition 6.6 (Kurvenintegral eines Vektorfeldes). Wir nehmen an, dass C' kompakt
ist. Wir definieren das (Kurven)-Integral (oder das Ringintegral oder die Zirkluation)
von X iiber C beziiglich T als

X-ds::/X-Tds, (6.5)
c,T c
wober die rechte Seite das Kurvenintegral der Funktion X -T : C' — R bezeichnet.

(Siehe Definition[6.9)

Bemerkungen. e Seien / € Ny, I1, ..., I, kompakte Intervalle und z; € C*(I;,R")
Wege wie in Definition sodass

T .
——=Touxz;, Vj.
11 ’

Es gilt
¢
X -ds = Z/ (X ox;(t)) - @;(t)dt. (6.6)
or P’
Das folgt aus (6.5]/6.2[6.1).
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e Heuristisch gilt, dass
ds = Tds.

Das ist eine “infinitesimaler Vektor”. Der Ausdruck X - ds ist das Skalarprodukt
von X mit diesem Vektor. Heuristisch kénnen wir das Kurvenintegral von X
daher als die Summe aller dieser Skalarprodukte auffassen,

C,T

X-ds=> X(x)-ds.

e Seien U eine offene Teilmenge von R™, X ein stetiges Vektorfeld auf U, I ein
kompaktes Intervall und v ein C*-Weg auf I in U, d. h. eine C*-Abbildung

~v: 1 — U. In Definition haben wir das Wegintegral von X lings v definiert
als

[xear =[xt s

Das stimmt mit der Formel fiir das Kurvenintegral wie in Definition
iiberein, falls C' mittels eines einzigen Weges v = x; parametrisiert wird.

Beispiel 6.7. [Kurvenintegral eines Vektorfeldes] Wir betrachten
=58 XeCS" R,
und 7" wie in Beispiel[6.5] d. h.
T(x) = (—2* 2").
Es gilt
X -ds = /ZWX(COS t,sint) - (—sint,cost) dt.
ST 0

Das folgt aus mit

zy: L :=1[0,27] = R*  x1(t) := (cost,sint).

Insbesondere erhalten wir fiir X (z) := (—2?%, 2') dass

2
X(z)-ds = / ((—sint)* 4 cos®t) dt = 2m,
SLT 0
und fiir X (x) = ey dass
2T
X(x)-ds = / (—sint)dt = cost|?", = 0.
0

str
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Abbildung 6.2: Ein C*-Gebiet.
Um den Satz von Green zu formulieren, benttigen wir das Folgende. Seien n € Ny und
ke NU{oo}.

Definition 6.8 (C*-Gebiet). Fin (n-dimensionales) C*-Gebiet ist eine offene Teil-
menge U C R", sodass es fiir jeden Punkt xq € OU eine offene Umgebung U’ von x
und eine C*-Submersion g : U' — R gibt, sodass

g(x0) =0, UNU =g "((—00,0)) = {z € R"|g(x) <0}. (6.7)

Abbildung [6.2] verdeutlicht diese Definition.
Bemerkung. e Seien U’ und g wie oben. Es gilt, dass
ounuU =g *0), (6.8)

und das ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension n — 1. Das
folgt aus dem Submersionssatz, der besagt, dass g lokal in geeigneten Koordina-
ten durch die Projektion auf die letzte Koordinate gegeben ist. (Siche [DK04a)
Theorem 4.5.2, p. 121].)

e In [DKO04b) Definition 7.5.2, S. 515] wird definiert, was es bedeutet, dass eine offe-
ne Teilmenge 2 “auf einer Seite ihres Randes liegt”. Die Bedingung ist dquivalent
dazu, dass Q ein C*-Gebiet ist.

Beispiel 6.9. Jeder offene Ball in R” ist ein C'*°-Gebiet.

Beispiel 6.10. Die offene Menge U := R?\ ({0} x R) ist kein C'-Gebiet. Das Problem
ist, dass U auf beiden Seiten seines Randes 0U = {0} x R liegt.
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Eine Basis vy, ..., v, von R" heisst positiv g. d. w.
det (v1 . -vn) > 0.
Wir betrachten den Fall n = 2.

Definition 6.11 (positive Orientierung). Sei U C R? ein C'-Gebiet. Wir definieren
die positive Orientierung von OU (beziiglich U),

T:0U — R,

wie folgt. Seien xy € OU und U’, g wie in Deﬁm’tz’on Wir definieren T'(zg) € T,,0U
als den eindeutigen Vektor der Linge 1, sodass das (geordnete) Paar (Vg(zo), T (o))
eine positive Basis von R? ist.

Bemerkung. e Vg = (D1g,Dsg) = Gradient von g.
e Die Bedingung bedeutet, dass U “links von T'(z) liegt”.
e Sie hdngt nicht von der Wahl von g ab.
Beispiel. Fiir den Ball U = B2 ist die positive Orientierung des Randes gegeben durch
T(x) = (=22 z%).
Sei U C R? ein C'-Gebiet. Mit einem C*- Vektorfeld auf U meinen wir eine Abbildung

X € CY(U,R?) (wie in Definition |4.44). Sei X ein solches Vektorfeld. Wir definieren
die (skalare) Rotation von X wie in Definition [3.46(fi), d. h.

rot X := D1 X% — D, X' : U — R[]

Bemerkung. Weil U ein C'-Gebiet ist, ist DX (und daher rot X) wohldefiniert und
stetig auf U, nicht nur auf U.

6.2 Satz von Green
Wir bezeichnen mit - das Standardskalarprodukt auf R™. Das erste Hauptresultat dieses

Kapitels ist der folgende Satz.

Satz 6.12 (Green). Seien U C R? ein beschrinktes C'-Gebiet und X ein C'-Vektorfeld
auf U. Dann st das Integral der Rotation von X tber U gleich dem Integral von X
tiber den Rand von U, d. h.

/rothx: X -ds= X -Tds, (6.9)
U ou,T oU

wobei T' die positive Orientierung von OU ist.

5U bezeichnet den Abschluss von U, sieche Deﬁnition
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Abbildung 6.3: George Green, britischer Mathematiker und Physiker, 1793-1841.

Beweis: S.oder |Stral Satz 8.4.1, S. 207] oder [DKO04b, Theorem 8.3.5, p. 554]

Der Beweis des Satz beruht auf dem Satz von GauB (Satz [6.44). Der Satz ist nach
George Green benannt, siche Abbildung

Bemerkungen. e Die Funktion rot X ist eigentlich Riemann-integrierbar iiber U,
d. h., die linke Seite von ist wohldefiniert.

e Da U beschrankt ist, ist OU kompakt. Darum ist die rechte Seite von wohl-
definiert.

e Der Satz von Green ist eine einfache Version des Satzes von Stokes, in dem eine
Fldche in R* vorkommt. (Siehe Abschnitt ) Das ist die Hauptmotivation fiir
den Satz von Green.

Beispiel 6.13. [Flicheninhalt und Satz von Green] Sei U C R? ein beschriinktes C''-
Gebiet und
X :U — R?

ein C'-Vektorfeld, sodass rot X = 1. Gemiiss Satz (Green) gilt, dass

\U| = X - ds.
ou,T
Das liefert eine Methode, um den Fldcheninhalt von U zu berechnen. Wir betrachten
zum Beispiel
1
U:=B* X(z):= 5(—:62,331).
Dann gilt rot X = 1. Wir betrachten die Parametrisierung

z:[0,2n] = S',  a(t) := (cost,sint).
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Wir bezeichnen mit 7' die positive Orientierung von S' als Rand von B? = B(0).

(Siehe Beispiel) Geméss Satz gilt
| B?| :/ rot X dx
B2

= X -ds
ST
2
= Xox(t) z(t)dt
0
2w 1
= / 5( — sint, cost) - (—sint, cost) dt
10 21
=5 / ((— sin t)2 + cos? t) dt
0

= T.

(Vergleichen Sie das mit einer Aufgabe in Ubungsserie 10 (Volumen des Einheitsballes)
und Beispiel )

Bemerkungen. [Rotation = Zirkulation pro eingeschlossene Fliche]

e Mittels des Satzes von Green kénnen wir die Rotation eines Vektorfeldes als die
Zirkulation des Vektorfeldes pro eingeschlossenen Flicheninhalt auffassen. Sei
namlich Uy C R? eine offene Teilmenge, X ein C'-Vektorfeld auf U, und z( € U.
Sei r € (0,00), sodass der Ball U, := B?(z,) in Uy enthalten ist. Es gilt

1
X -ds =
|Ur‘ oU, ’Ur’ Uy

— rot X (z9) fir r — 0.

rot X dx (gemiéss Satz|6.12] Green)

Der Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von X im Ball U, “immer
weniger von X () abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Das Integral [, X -ds
ist die Zirkulation von X lings der Kurve C, := 9U, = S}(xy). |U,| ist der Inhalt
der durch C). eingeschlossenen Fliache U,. Wir kénnen daher den Grenzwert

rot X (z9) = lim X -ds

r=oo [Ur| Jou,
als die Zirkulation von X pro eingeschlossenen Fldacheninhalt im Punkt xy inter-
pretieren, wie behauptet.

e Wir konnen in dieser Interpretation anstelle von U, ein allgemeines C*-Gebiet
U zulassen, falls wir den Grenzwert fiir » — 0 durch einen “Grenzwert fiir U —
{z0}” ersetzen. Dazu miissen wir zuerst den Begriff eines “Grenzwertes fiir U —
{zo}” definieren.
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6.3 Untermannigfaltigkeit mit Rand und
Koorientierung einer Hyperfliche

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Satz von Green, indem das C*-Gebiet in R?
durch eine Fliche in R® mit Rand ersetzt wird. Er besagt, dass der Fluss der Rotation
eines Vektorfeldes durch eine Fliche in R gleich dem Integral des Vektorfeldes lings
des Randes der Fliche ist. Eine Fldche mit Rand ist ein Spezialfall einer Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand. Dieser Begriff ist wie folgt definiert. Seien d,n € Ny so, dass
d < n, und seien kK € NU {oo} und M C R™.

Definition 6.14 (Parametrisierung, Untermannigfaltigkeit mit Rand). Fine lokale
innere C*-Parametrisierung von M (der Dimension d) ist ein Paar (V, 1), wobei V C R¢
eine offene Teilmenge und v : V — R™ eine C*-Einbettung ist, sodass es eine offene
Teilmenge U von R™ mit (V) = M NU gibt. Eine lokale C*-Randparametrisierung
von M ist ein Paar (V,1), wobei

VCRY =R x[0,00)

eine (relativ) offene Teilmenge ist und ¢ : V — R™ eine C*-Einbettunyg ist, sodass es ei-
ne offene Teilmenge U von R™ mit (V) = MNU gibt. Eine lokale C*-Parametrisierung
von M ist eine lokale innere oder Randparametrisierung von M der Klasse C*.

Wir nennen M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand g¢. d. w. es
fiir jeden Punkt xy € M eine lokale C*-Parametrisierung (V, ) mit xo € (V) gibt.
Sei M eine solche Untermannigfaltigkeit. Wir definieren den intrinsischen Rand von
M als die Menge

= U {v(V (R x {0})) | (V,v) lokale C* Randparametrisierung von M }.

Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit mit Rand]

(i) Erinnerung an Definition [2.28} Seien S CR™und V C 5.V heisst (relativ) offen

in S g. d. w. es eine offene Teilmenge % C R™ gibt, sodass V = 5N V. Wenn also
(V, %) eine Randparametrisierung ist, dann kann V' den Rand R~ x {0} von R20
schneiden. In diesem Fall ist V nicht offen in R?.

(ii) Eine C*-Einbettung 1 : V — R™ ist eine injektive C*-Immersion, die eine stetige
Umkehrung besitzt. Im “Randfall” V' C R%, ist D1 auf ganz V definiert (einsch-
liesslich V N (R4 x {0})). Daher ist es sinnvoll zu verlangen, dass ¢ : V — R"
eine “Immersion” ist.

Sei jetzt M C R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.
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(iii) Der intrinsische Rand von M is wohldefiniert, d. h., er héngt nicht von k ab. (k
tritt in C* auf.)

(iv) Falls (V, %) und (V’,4') lokale C* Randparametrisierungen von M sind, dann gilt

eV RS x {0h)) SR x {0},

d. h., falls ein Punkt 2y € M ein Randpunkt beziiglich einer lokalen C*-Randparametrisierung
(¢, V) ist, dann gilt dasselbe beziiglich aller anderen lokalen C*-Randparametrisierungen,
deren Bild x( enthélt.

(v) Falls M (in R™) abgeschlossen ist und d < n, dann ist das Innere von M leer und
daher der topologische Rand von M gleich M. Der topologische Rand und der
intrinsische Rand von M unterscheiden sich daher. Aus dem Kontext wird jeweils
deutlich werden, um welche Art Rand es geht.

(vi) Die Dimension d von M is eindeutig, d. h., falls M eine C*-Untermannigfaltigkeit
von R™ mit Rand der Dimension d und der Dimension d’ ist, dann ist d = d’. Das
folgt aus derselben Aussage fiir eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand. (Siehe

Proposition [4.15])

(vii) Falls V eine offene Teilmenge von R%! x (0,00) ist, dann ist (V,) eine inne-
re Parametrisierung g. d. w. es eine Randparametrisierung ist. Das Bild ¢ (V)
braucht den intrinsischen Rand von M daher nicht zu schneiden, falls ¢ eine
Randparametrisierung ist.

(viii) Wir wéahlen einen glatten Diffeomorphismus f : (0,00) — R (zum Beispiel f :=
log) und definieren

xR x (0,00) > RY=R"™ xR, x(z,t) := (2, f(1)).

Falls (V,¢) eine innere Parametrisierung fiir M ist, dann ist (x*(V),% 0 x) eine
Randparametrisierung fiir M. Daraus folgt, dass eine Teilmenge M von R" eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand ist g. d. w. es Rand-Parametrisierungen gibt,
deren Bilder M iiberdecken.

Beispiel. [Untermannigfaltigkeit mit Rand] Jede C*-Untermannigfaltigkeit von R der
Dimension d ist eine C*-Untermannigfaltigkeit von R” der Dimension d mit Rand. Das
folgt aus Satz (Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten). In diesem Fall ist
der intrinsische Rand leer.

Andere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind global parametrisierbare
Untermannigfaltigkeiten: Sei M C R™ eine kompakte Teilmenge.
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Definition 6.15 (parametrisierbare Untermannigfaltigkeit). Eine (globale) C*-Parametrisierung
von M st ein Paar (V,1), wobei V- C R ein beschrinktes offenes C*-Gebiet ist und

Y : V. — R eine C*-Einbettung mit Bild M ist. Wir nennen M C R" eine kom-

pakte (global) parametrisierbare C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand

g. d. w. es eine globale C*-Parametrisierung von M gibt.

Bemerkung 6.16. [parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Jede kompakte parame-
trisierbare C*-Untermannigfaltigkeit M mit Rand ist eine C*-Untermannigfaltigkeit
mit intrinsischem Rand

wobei (V) eine C*-Parametrisierung von M ist und OV der topologische Rand von
V ist.

Beispiel. [Hemisphire] Die abgeschlossene Hemisphire
M:={zeS""|z">0} CR"

ist eine glatte parametrisierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 mit int-
rinsischem Rand gegeben durch den Aquator

OM = S"2 x {0}[]

Um das einzusehen, definieren wir V := B" ! und ¢ : V' — R™ als die Einschrinkung
der Umkehrung der steregraphischen Projektion durch den Stidpol auf den abgeschlos-
senen Einheitsball. (Siehe Ubungsserie 9.)

Sei M C R" eine C!'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand. Fiir jedes
x € M definieren wir den Tangentialraum an M im Punkt z als

T,M := Di(yp*(x))(RY) C R",
wobei (V) eine lokale C''-Parametrisierung von M ist, sodass x € ¥(V).

Bemerkung. Im Fall x € M \ OM stimmt das geméss Satz m (Charakterisierung
des Tangentialraumes) mit unserer fritheren Definition des Tangentialraumes iiberein.

Fiir jeden Untervektorraum W von R™ bezeichnen wir mit
W+ ={veR"|(v,u) =0,Vwe W}

das orthogonale Komplement von W beziiglich des Standardskalarprodukts. Wir neh-
men jetzt an, dass dimM =d =n — 1.

6Gn=1 = {z € R" | ||z|| = 1} ist die Einheitssphire.
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V(x)
n A
X \/
\
\ ) —

Abbildung 6.5: August Ferdinand
Moébius,  deutscher  Mathematiker,
1790-1868.

Abbildung 6.4: Koorientierung der
Sphére.

Definition 6.17 (Einheitsnormalvektorfeld). Fine Koorientierung von M (oder ein
Einheitsnormalvektorfeld auf M ) ist eine Abbildung v € C(M,R"™), sodass

v(r) € T,M*, |v(2)| =1, Vae€ M. (6.10)
Bemerkung. Manchmal wird ein solches v auch eine Orientierung von M genannt.
Beispiel 6.18. [Koorientierungen der Sphére| Die Abbildungen
v:M:=85S"15R" v(x)=2x
und —v sind Koorientierungen, siehe Abbildung

Beispiel 6.19. [Mo6biusband] Das Mébiusband M C R? ist nicht koorientierbar, d. h.,
es gibt keine Koorientierung auf M. Abbildungverdeutlicht das.

Das Mobiusband ist nach August Ferdinand M&bius benannt, siehe Abbildung|6.5

Bemerkungen. e Eine Untermannigfaltigkeit des R® der Dimension n — 1 mit
Rand heisst ein Hyperfidiche.

e Jede kompakte (global) parametrisierbare C'-Hyperfliche M C R" ist koorien-
tierbar. Sei ndamlich 1 : V' — R" eine C''-Parametrisierung von M. Wir definieren
die Koorientierung v : M — R", indem wir fordern, dass v(z) € T,M* der ein-
deutige Vektor der Lange 1 ist, sodass

Dl¢(¢_1(x))’ Tt )Dn—1¢<¢_l(x))’ V(I)
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Abbildung 6.6: Es gibt keine Koorientierung des Mobiusbandes: Wir nehmen wider-
spruchsweise an, dass es eine solche Koorientierung gibt. Wir betrachten den Fall, dass
diese Koorientierung auf der rechten Seite des Bildes nach links zeigt. (Den andere
Fall konnen wir analog behandeln.) Wir gehen um das Mobiusband herum. Die Koori-
entierung dreht dabei mit. Sobald wir wieder am Ausgangspunkt angekommen sind,
zeigt die Koorientierung jetzt nach rechts. Das ist ein Widerspruch. Daher gibt es keine
Koorientierung des Mobiusbandes.

eine positive Basis von R™ ist. (Uberlegen Sie sich, dass v existiert und stetig ist!)
Falls n = 3, dann gilt

Dy x Doy . .
v(z) = TDrv < Dsz(;z) (2)), Vz € M. (6.11)

Beispiel 6.20. [Koorientierung der Hemisphére] Wir betrachten die Abbildung

B =R, U(y) = (y, /1 |lyl?).

Das ist eine glatte Einbettung mit Bild gegeben durch die obere Hemisphére (ohne
Rand)

Si = {x652|x3>0}.
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Wir haben
1 0
0 1
Dyip(y) = n . Dat(y) = Ys ;

V1=1yl? V1I=1yl?

[yl 1
LA R [ i —
1= [ly[f? 1= ly[?

_ Di(y) x Dot(y) o
v(¥(y)) = Do) x Davy)] (v, /1 = [y]2) = ©(y).

Wegen (6.11) gilt daher, dass

| D10(y) x Datp(y)|| =

v(z) =z, VxeSi.

Das stimmt mit der Koorientierung aus Beispiel iiberein.

Seien ¥ C R? eine Cl—Fléich mit Rand und v eine Koorientierung von 3.

Definition 6.21 (induzierte Orientierung). Wir definieren die durch v induzierte Ori-
entierung 7' von 0% wie folgt. Seien x € % und (V, ) eine lokale C*-Randparametrisierung
von Y3, deren Bild x enthdlt und die (6.11) erfillt. . Wir definieren y :==¢~1(x) € V C

RZ, und

T(2) = 200 s

1D (y)

Bemerkungen 6.22. [induzierte Orentierung]

(i) Die Orientierung 7' ist wohldefiniert, d. h., sie héngt nicht von der Wahl von
(V,4) ab. (Uberlegen Sie sich das!)

(ii) Falls (V,) eine globale C'-Parametrisierung von X ist, die (6.11) erfiillt, dann
ist diese Orientierung gegeben durch

r- ( DyT
Do T

d. h. eine zwei-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit von R®

)owl:az—ﬂ?g,
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Abbildung 6.7: eine Kugelkappe

wobel T die positive Orientierung von 9V C R? ist. (Siehe Definition |6.11
Uberlegen Sie sich das!)

Beispiel 6.23. [Kugelkappe und induzierte Orientierung] Fiir a € (—1,1) betrachten
wir die Kugelkappe
Yo = {x€S2|x3 Za}.

Siehe Abbildung |6.7} ¥, ist eine glatte Fliche mit Rand. Um das im Fall a > 0
einzusehen, betrachten wir V' := B\Q/m und die Abbildung

vV =R, () = (v, /1= [lyl?).

Das ist eine globale glatte Parametrisierung von »,. Geméss Bemerkungmist da
daher tatséchlich eine glatte Flache mit Rand gegeben durch

0%, = (OV = 8Y—0) = S x {a}.

(Uberlegen Sie sich die letzte Gleichheit!) Wir betrachten die Koorientierung von %,
gegeben durch
v:Y, =R v(r) =

Die Orientierung von 0%, = 5’\1/m x {a} induziert durch v ist

1

T:@EG%R?), T(m):ﬁ(—mg,xl,O).

Im Fall @ > 0 folgt das aus Beispiel (Koorientierung der Hemisphére) und Be-
merkung [6.22((i). (Wie?) In der allgemeinen Situation folgt das aus einem #hnlichen

8Im Fall a < 0 folgt die Aussage mit Hilfe der stereographischen Projektion durch den Siidpol.
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Abbildung 6.8: Jorgen Pedersen Gram, dénischer Mathematiker und Aktuar, 1850—
1916.

Argument, indem wir stereographische Projektion durch den Siidpol als Parametrisie-
rung verwenden. Im Fall a = 0 ist X die abgeschlossene obere Hemisphire, und es gilt,
dass

T(z) = (— @2, 21,0).

6.4 Integral einer Funktion iiber eine
Untermannigfaltigkeit, Zusammenhang mit
dem Kurvenintegral

Fiir die Definition des Integrals einer Funktion iiber eine Untermannigfaltigkeit benttigen
wir das Folgende. Sei A € R™*%.

Definition (Gramsche Matrix). Wir definieren die zu A gehirige gramsche Matrix
als die Matriz ATA. Wir definieren die zu A gehérige gramsche Determinante als
det(AT A), die Determinante der gramschen Matriz.

Diese Matrix ist nach Jorgen Pedersen Gram benannt, siche Abbildung[6.8]
Hilfssatz 6.24 (gramsche Determinante). (i) Es gilt det(ATA) > 0.
(ii) Falls die Abbildung R? > v — Av € R"™ injektiv ist, dann gilt det(AT A) > 0.

Beweis: Das folgt aus dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen. (Siehe lineare
Algebra.)

Sei M C R" eine kompakte C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.
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Proposition 6.25 (Integral iiber Untermannigfaltigkeit). Es gilt:

(1) Es gibt einl € N, und fiir jedes j = 1,. .., L gibt es eine lokale C*-Parametrisierung
(V;,1;) von M und eine Jordan-messbare Menge S;, sodass

S; C
¥ (S7) N (S ) Vj # k, (6.14)
Ui %‘(5]‘) = M-
Seien jetzt f € C(M,R) und ¢, (¢;,5;); = (Vj,4;,5;),=

definieren

¢ wie in .) War

.....

I(f45,85) = 1(f. (45, 5));)
y4
Z/ fO%\/det ((D;)T D) dy (6.15)

(i) Die Zahl [(f V;, S ) hingt nicht von (;,S;); ab.

Der Beweis von beruht auf der Kettenregel und dem Produktsatz fiir die Determi-
nante, welcher besagt, dass det(AB) = det A det B.

Bemerkung. Gemiss Hilfssatz @ ist det ((Dv;)" De);) nicht negativ. Darum exi-
stiert die Quadratwurzel dieser Zahl (und ist reell). Daher ist der Integrand auf der
rechten Seite von sinnvoll. Da dieser Integrand auf V; stetig ist und S; Jordan-
messbar ist, ist der Integrand Riemann-integrierbar iiber S;. Die rechte Seite von (6.15))
ist daher sinnvoll.

Definition 6.26 (Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand). Fiir jedes
f € C(M,R) definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber M) als

/ FAA = I(f.4,.5,),
M

wobei die rechte Seite durch (6.15)) gegeben ist mit einer beliebigen Kollektion (v;,S;);
wie in Proposition |6. 2§ Wir definieren das d-dimensionale Volumen von M als

Voly(M) := /M 1dA. (6.16)

Bemerkung. Gemiss Proposition ist dieses Integral wohldefiniert.
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Beispiel 6.27. Wir berechnen das 1-dimensionale Volumen des Einheitskreises M =
S1, d. h. seine Linge, gemiss der Definition Dazu setzen wir £ := 2 und

ol

‘/1 = (0727T)7 ¢1 : ‘/1 — R27 ¢1(y) = (Zlosz) ) Sl = [ ’37”] )

Voim (mmm), Voo R a(y) = () 5= (-5,5).

siny
L . (o _ [T siny
Fiir j = 1,2 haben wir Dv;(y) < cosy ), daher
Di;(y)" Dby (y) = (= siny)® + (cosy)* = 1,
also /det (D, (y)T Di(y)) = 1. (6.17)
Gemiiss Definition [6.26] gilt
Vol (SY) = [ 1dA
S1
= 1(17 @bj, S])
2
= Z/ 1-1dy (geméiss (6.15[6.17))
j=1 "5
= |S1| + [ 5.

= 2.

Die Léange des Einheitskreises ist also 27. Das stimmt mit dem iiberein, was wir in
Beispiel berechnet haben.

Bemerkungen. (i) Falls d = n, dann gilt
Vdet ((D;)T D) = /] det(Duy)" || det(Duy)| = | det(Dify)]

Daraus folgt, dass

l
/MfdA:;/ijowﬂdetDz/zj‘dy

4

= Z / fdx (geméss Satz [5.24| Substitutionsregel)
¥;(55)

J=1

_ /M () do

(gewohnliches mehrdimensionales Riemann-Integral). Diese Rechnung ergibt fiir
d < n keinen Sinn, da D;(y) eine n x d-Matrix ist und daher nur dann eine
Determinante besitzt, falls d = n.
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(i)

(i)

Im Fall d = 1 stimmt das Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit iiberein mit
dem Kurvenintegral, siche Proposition [6.28 Die Idee des Beweises davon ist wie
folgt. Seien M = C C R" eine C'-Kurve mit Rand und f : C — R stetig.
Wir betrachten den Fall, in dem es ein offenes Intervall V und eine globale C'-
Parametrisierung ¢ = z : V — C gibt. Dann gilt Dz = &, darum

(Dx)"Dx = i'% = |||

und daher

Vdet ((Dx)TDz) = .
Daher gilt in diesem Fall, dass

/CfdA = /I:foiv\/det ((Dx)" D) dy

=V

z/foa:Hi’Hdt
I

:/Cfds.

(Siehe Deﬁnition Kurvenintegral. Strikt genommen haben wir die rechte Seite
nur im Fall ohne Rand definiert, aber dieselbe Definition funktioniert auch mit
Rand.)

Wir betrachten jetzt die allgemeine Situation. Intuitiv ist [ v [ dA das (d + 1)-
dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Gebietes in R"™! zwischen M x {0}
und dem Graphen von f. Um das verstehen, definieren wir das d-dimensionale
Volumen eines Parallelepipeds P der Dimension < d in R™ als

Voly(P) = Volg(O(P)), (6.18)

wobei O : R® — R" eine orthogonale Transformation ist, sodass O(P) C R x {0},
wobei wir R? x {0} mit R? identifizieren. Voly(P) ist wohldefiniert, d. h., es gibt
ein solches O, und die rechte Seite von (6.18) hiingt nicht von O ab.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall, dassd = 1, n = 3 und P ein 1-dimensionales
Parallelepiped, also eine Strecke, in R? ist. Dann kénnen wir O als eine Drehung
in R wihlen, die P parallel zur z'-Achse ausrichtet. Vol;(P) ist in diesem Fall
die Lange der Strecke.

Die Definition (6.18)) ist dadurch motiviert, dass das d-dimensionale Volumen
einer Menge intuitiv gleich bleibt, wenn wir die Menge drehen.

Sei jetzt W : R? — R" eine lineare Abbildung und Q C R? ein Quader. Das Bild
von () unter ¥ ist ein Parallelepiped in R"™ der Dimension < d.
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Behauptung. FEs gilt
Volg(¥(Q)) = 1/ det(¥TT) Voly(Q). (6.19)

Beweis der Behauptung: Wir wihlen eine orthogonale Transformation O :
R™ — R"™, sodass

Oim V¥ C R? x {0}.

Gemass gilt
Voly(¥(Q)) = Volg (O(¥(Q)))- (6.20)

- (1)

mit B € Lin(R% R?). Es gilt O(¥(Q)) = B(Q) x {0} und daher

Wir schreiben

Vol (O(¥(Q))) = Vola(B(Q))
= | det B| Volyg(Q) (Transformationssatz, Korollar .
(6.21)

Es gihﬂ
BB =vT0T0v = vy, (6.22)

| det B| = 4/ (det B)?
= Vdet BTB

= 4/ det(VTD) (wegen (6.22))). (6.23)

(Gemiss Hilfssatz [6.24{(i) ist det(B”B) > 0 und daher die Wurzel dieser Zahl
eine wohldefinierte reelle Zahl.) Indem wir (6.20}6.21{6.23) kombinieren, erhalten

wir
Voly(¥(Q)) = 4/det(TT¥) Voly(Q),
d. h. die Gleichheit (6.19). Das beweist die Behauptung. [

Sei jetzt yo € V;. Wir definieren

Dy RIS RY Dy (y) = Dy (yo) (¥ — wo) + 15 (o) (6.24)

9Hierbei fassen wir B etc. als Matrizen auf.
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Das ist die beste affine Néherung von ¢; um yo. (Vergleiche mit (3.10).) Heuri-
stisch bildet 9; einen infinitesimalen Quader @) mit Mittelpunkt y, auf das infini-
tesimale d-dimensionale Parallelepiped ¢;(Q) = ®,,(Q) in R ab. Wir schreiben:

dy := Voly(Q),
dA = Voly(¢,;(Q)) = Voly (<I>j’y0(Q)).

(Falls wir dy* fiir die Linge der i-ten Seite von () schreiben, dann gilt, dass
dy = dy* - - - dy".) Geméiss (6.24]6.19) mit ¥ := Dp;(yo) gilt heuristisch

dA = \/det (Dy;(yo)" Dib;(o) ) dy. (6.25)

Es gilt

/ fdA = Z/ (fo wj)\/det ((D¢j)TD¢j)dy (geméss Definition
M = Js;

- Z Z f(@bj(yo))\/det (D¢j(yo)TD¢j(yo))dy (heuristisch)

J  Yo€S;
= Z f(zo)dA  (heuristisch geméss (6.25) mit xo = 1;(yo)),
ToEM

und das ist intuitiv das (d 4 1)-dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Ge-
bietes in R"*! zwischen M x {0} und dem Graphen von f.

(iv) Im Buch [DKO04b| wird das Integral einer Funktion {iber eine Untermannigfaltig-
keit mit Hilfe einer Zerlegung der eins definiert, sieche [DKO04b| Definition 7.1.2,
p. 490]. Diese Definition ist dquivalent zur Deﬁnition In konkreten Beispielen
ist Definition [6.26] allerdings einfacher anzuwenden.

(v) Im Buch [DK04b| wird fiir [,, fdA die Notation [,, f(x)dsx verwendet, siche
\DKO04b| Definition 7.3.1, p. 495].

Im Fall d = 1 stimmt das Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit mit dem Kurven-
integral iiberein:

Proposition 6.28 (Kurvenintegral, Integral iiber Untermannigfaltigkeit). Seien C
eine kompakte C*-Kurve in R™ (ohne Rand), f : C — R eine stetige Funktion und (I; =
[a;j, bj], xj)j:1 _, wie in Definition W (Kurvenintegral). Dann gibt es eine Kollektion

(Vj,wj, Sj) wie i Proposition ’ﬂ (Integral diber Untermannigfaltigkeit) mit M =

C, sodass
I(f, (I, 25);) = I(f, (%5, 5);),
wobei die linke Seite wie in (6.1) definiert ist und die rechte Seite wie in (6.15)).
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Die Idee des Beweises dieser Proposition wurde in Bemerkung|6.4[ii)) erklért.
Korollar 6.29 (Kurvenintegral). Das Kurvenintegral fcfds ist wohldefiniert, d. h.,
es hangt nicht von der Wahl der Kollektion (I;,x;); ab.

Beweis des Korollars m Gemiss Proposition (Integral iiber Unterman-
nigfaltigkeit) héingt 7(f,;,5;) nicht von der Wahl der Kollektion (¢;, 5;) ab. Geméss
Propositionhéingt I(f,(I;,;);) darum nicht von der Kollektion (I;,z;); ab. Das
beweist Korollar [6.29] (]

6.5 Integral iiber parametrisierbare
Untermannigfaltigkeit, zweidimensionaler Fall,
Fluss eines Vektorfeldes durch Hyperfliche

Fiir eine Funktion auf einer global parametrisierbaren Untermannigfaltigkeit kénnen
wir das Integral mit Hilfe einer globalen Parametrisierung berechnen. Das ist der Inhalt
der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 6.30. [Integral iiber parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Seien M C
R" eine d-dimensionale kompakte parametrisierbare C'-Untermannigfaltigkeit, v :
V — M eine (globale) C'-Parametrisierung und f € C'(M,R). Es gilt

/M fdA = /V f 0 w(y)y/det (D ()T DY (y)) dy. (6.26)

Das folgt aus der Tatsache, dass die Einschrankung |, eine lokale innere Parametri-
sierung von M ist.

Im folgenden Beispiel wenden wir Bemerkung an.

Beispiel 6.31. [Integral iiber Untervektorraum| Sei M C R™ der Durchschnitt eines
d-dimensionalen Untervektorraumes W C R™ mit dem abgeschlossenen Einheitsball
B", sieche Abbildung Um das Volumen von M zu berechnen, wihlen wir eine
orthogonale Transformation O : R* — R", sodass O(Rd X {O}) = W. (Uberlegen Sie
sich, dass es ein solches O gibt!) Wir definieren

LiRY SR u(y) = (1,0), ¢i=0o0.: B —R™
Es gilt
M = (B,
Di(y) = O, = hy = y/det (D(y)" Dip(y)) = \/det (:TOTOL) = 1.
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n= ¢ -

Abbildung 6.9: Durchschnitt eines d-dimensionalen Untervektorraumes mit einem Ball.

Geméss Bemerkung (6.30] gilt daher, dass
Volg(M) = / dA = / hydy = [BY).
M B!

(Die rechte Seite wird in Ubungsserie 11 berechnet.) Das stimmt mit unserer Intuition
iiberein, dass das d-dimensionale Volumen gleich bleibt, wenn wir eine orthogonale
Transformation auf M anwenden.

Im Fall d = 2 und n = 3 kénnen wir das Integral iiber eine Fléache wie folgt berechnen.

Hilfssatz 6.32 (gramsche Determinante fiir eine 3 x 2-Matrix). Fiir jedes A € R3*?
gilt, dass
det(ATA) = ||A1 X A2||2,

wobei A; die j-te Spalte von A bezeichnet.

Beweis: Ubungsserie 13

Bemerkung. Aus diesem Hilfssatz folgt, dass im Fall d = 2 und n = 3 gilt, dass

Vdet (DY)TDY) = || Dy x Do, (6.27)

siehe Abbildung [6.10

Beispiel 6.33. [Flicheninhalt der Kugelkappe und der zweidimensionalen (Hemi-
)Sphére] Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe

Yo = {x€S2|x32a}.
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Abbildung 6.10: Der Vektor Dy(y) X Dath(y).

Siehe Abbildung Wir berechnen den Flacheninhalt von 3J,. Dazu betrachten wir
die globale glatte Parametrisierung von >, gegeben durch

—2 ———
¢ : ‘B\/l—a2 - R37 ¢(y) = <y7 1- ||y||2)
Gemiiss Beispiel (siehe (6.13) gilt

1

| D1 (y) x Dato(y)|| = 1——H3/||2

(6.28)

Der Flacheninhalt von ¥, ist gegeben durch

1Xa] = Voly(%,)

~ [ 1

1
= / ————=dy (geméss Bemerkung [6.30] (6.2706.28))
Ef/ﬁ 1 —lyll
V1—a? 1

=27 rdr (geméss Korollar|5.26| Integral einer drehinvarianten Funktion

L e g )
e —27'('\/ 1 — T2|:zo 1-a?
=27(1 — a).

Im Limes a — 0 erhalten wir den Flacheninhalt der oberen abgeschlossenen Hemisphére
¥4 = {z € 52| 23 > 0}, ndimlich

|, | = lim |3,]| = lim 27(1 — a) = 2.
a—0 a—0
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Das ist gleich dem Flacheninhalt der unteren abgeschlossenen Hemisphére > := {x €
S? |23 < 0}, da diese durch Drehung aus ¥, hervorgeht. Die Sphire S? ist die Ver-
einigung der beiden Hemisphédren ¥,. Der Durchschnitt dieser Hemisphéren ist der
Aquator {x € 52 } T3 = 0}, welcher Flacheninhalt gleich 0 besitzt. Daher betrédgt der
Flicheninhalt der Sphére S?

|S?| = Vola(S?) = [S4| + |Z_| =2 27 = 4.

Bemerkung. Heuristisch gilt im Fall n = 3 und d = 2 geméss Definition und
1} mit ¢; = v, dass

Wir konnen das als den Fléacheninhalt eines “infinitesimalen Fléachenstiicks” auffassen.
Der Ausdruck HDlw X DQwH ist der Flécheninhalt des Parallelogramms, das durch Dy
und Dyt aufgespannt wird.

Seien M C R" eine kompakte C'-Hyperfliche mit Rand, X € C'(M,R") ein Vektorfeld
und v : M — R" eine Koorientierung.

Definition 6.34 (Fluss durch Hyperfliche). Wir definieren den Fluss von X durch
M beziiglich v als das Integral

/ X -dA ::/ X -vdA, (6.29)
M,v M

wober die rechte Seite wie in Definition (Integral iber eine kompakte Unterman-
nigfaltigkeit) definiert ist.

Bemerkungen 6.35. [Fluss durch eine Hyperfliche]

(i) Heuristisch ist dA = vdA ein infinitesimaler Normalenvektor und

/ X-dA =) X-dA. (6.30)
M,v

zeM

(ii) Im Fall n = 3 heisst der Fluss [,, X -dA auch das (Ober-)Flichenintegral von
X durch ¥ = M.

(iii) Der Name Fluss wird durch die folgende anschauliche stromungsmechanische In-
terpretation motiviert. Wir betrachten eine stationé stromende Fliissigkeit.

10Das bedeutet, dass ihre Geschwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant bleibt.
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Abbildung 6.11: p mal das Volumen des Parallelepipeds, das durch ein infinitesimales
Flachenstiick mit Flacheninhalt dA und durch vdt aufgespannt wird, ist gleich der
Anzahl Teilchen, die in der Zeitspanne dt durch das infinitesimale Flachenstiick fliessen.
Diese Anzahl ist gleich p(vdt) - vdA =X -vdAdt = X - dA dt.

(iv)

Wir schreiben p(z) fiir die Teilchenzahldicht der Fliissigkeit im Punkt z € R®
und v(x) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt x. Das Produkt von p und v
ist ein Vektorfeld X := pv : R® — R3. Der Fluss von X durch eine Fliche ¥ C R?
ist die Anzahl Teilchen der Fliissigkeit, die pro Zeitspanne durch ¥ ﬂiessenE Das

folgt aus der heuristischen Gleichheit (6.30) und Abbildung|6.11

Der Fluss | 1, X - dA eines Vektorfeldes X durch eine Hyperfidche M wie in
Definition unterscheidet sich vom Fluss ¢y, den wir in Bemerkung |3.47
kennengelernt hatten. Im Englischen wird diese Unterscheidung auch sprachlich
gemacht. [ Mo X - dA wird dort namlich flur und ¢px flow genannt.

Falls (V1) eine globale C'-Parametrisierung von Y ist, sodass 1' gilt, dann
gilt
/ X - dA = /(X o)) - (Dlz/) X D2¢) dy. (6.31)
IR Vv

Das folgt aus Bemerkung|6.30| (Integral {iber parametrisierbare Untermannigfal-

tigkeit) und (6.27).

Beispiel 6.36. [Fluss durch Kugelkappe| Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe

Za::{x652|x32a}

und die Koorientierung v von ¥, und das Vektorfeld X auf ¥, gegeben durch

v:Y, = R v(r) =, X =es.

UDiese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.

12Dje Einheit dieses Flusses ist sec™?.

1
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Frage:
X -dA =7

Ya,V
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die globale Parametrisierung von .,

gegeben durch
-2
By =R w(y) = (/1= l?).
Gemaéss Beispiel (siehe (6.12))) gilt
Y

Dip(y) x Dap(y) = | /1= yl?

1
und stimmt die Koorientierung von ¥, induziert durch v mit v iiberein. Geméss (6.31|)
folgt daraus, dass
Yy

[ xaa=[ e VISP )
Ya,v Bl— 1

a

:/ 1dy
32

Vi—a?
=m(1 —a?). (6.32)

Indem wir den Grenzwert fiir a — 0 nehmen, erhalten wir daraus:

Fluss von X durch die obere Hemisphére ¥y = X -dA =m.

Yo,V

6.6 Satz von Stokes

Der Satz von Stokes besagt, dass der Fluss der Rotation eines Vektorfeldes iiber eine
kompakte Fliche in R? gleich dem Integral des Vektorfeldes iiber den Rand der Fliche
ist. Erinnerung an Definition : Seien U C R3 offen und X ein differenzierbares
Vektorfeld auf U. Wir definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dy X3 — Dy X?
rotX ==V x X :=| DyX'—D;X*® |:U— R
D X% — Dy X!
Beispiel 6.37. [Rotation] Wir betrachten
1
X:R*= R, X(z):= 5( — J;Q,xl,O).

Es gilt
V x X(z) =(0,0,1) = e3.
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Abbildung 6.12: Satz von Stokes.

Bemerkung. Fiir eine Motivation des Namens Rotation sieche die Bemerkungenm

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz.

Satz 6.38 (Stokes). Seien X C R? eine kompakte C*-Fliche, v : ¥ — R® eine Ko-
orientierung, U C R® eine offene Umgebung von ¥ und X € CY(U,R3). Dann gilt,
dass

/(VxX)-dA—/(VxX)-ydA— X-ds= [ X-Tds,  (6.33)
pINZ )

ox,T ox

wobet T die durch v induzierte Orientierung von 0% ist.

Abbildung verdeutlicht diesen Satz. In Worten besagt er: Der Fluss der Rotation
eines Vektorfeldes durch eine koorientierte Fliache ist gleich dem Kurvenintegral des
Vektorfeldes {iber den Rand der Fléche.

Beweis: Satz 8.7.1, S. 221] oder [DK04b| Theorem 8.4.4, p. 560]

Bemerkungen. e Der Satz von Stokes kann aus dem Satz von Green (Satz|6.12)
hergeleitet werden, falls 3 global parametrisierbar ist.

e Der Satz von Stokes besitzt wichtige Anwendungen in der Physik, insbesondere
in der Stromungslehre und in der Elektrodynamik. Er wird zum Beispiel verwen-
det, um zu zeigen, dass das faradaysche Induktionsgesetz zu einer der vier Max-
wellgleichungen dquivalent ist. (Siche Beispiel @und Ubungsserie 14.) Dieses
Gesetz besagt, dass ein sich &ndernder magnetischer Fluss in einer geschlossenen
Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve eingeschlossene

Fléche ist (Siehe |DKO04b, Exercise 8.26 (iii) (Faraday’s law), p. 748 |.)

13Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
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Abbildung 6.13: William Thomson =  Abbildung 6.14: George Stokes, irischer
Lord Kelvin, britischer Physiker und =~ Mathematiker und Physiker, 1819-
Ingenieur, 1824-1907. 1903.

8. If X, Y, Z be functions of the rectangular co-ordinates z, ¥, z,
dS an element of any limited surface, /, m, n the cosines of the incli-
nations of the normal at d\S to the axes, ds an element of the bounding
line, shew that

. dz dY>+ dX d_Z>+ dY dX s
(G -%) (e %)@ -3)
dx dy dz
the differential coefficients of X, ¥, Z being partial, and the single
integral being taken all round the perimeter of the surface*.

Abbildung 6.15: Die von Stokes gestellte Aufgabe zum Satz von Stokes im Smith’s
Prize exam des Jahres 1854.

e Der Satz von Green ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem ¥ =
V x {0} CR3.

e Der Satz von Stokes wurde durch William Thomson = Lord Kelvin gefunden.
(Siehe Abbildung) Er erzidhlte George Stokes davon. (Siehe Abbildung.
Stokes stellte den Satz als ein Problem im Smith’s Prize exam an der Universitét
Cambridge. (Siehe Abbildung|(6.15})

Beispiel 6.39. [Fluss durch Kugelkappe mittels des Satzes von Stokes|Sei a > 0. Wir
betrachten

Si={zeS|rs>a}, v:X-R, v(z):=uz
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Im Beispiel berechneten wir den Fluss

/ €3 - dA
DINY

mittels der Definition. Wir berechnen diesen Fluss noch einmal, mittels des Satzes von
Stokes. Dazu definieren wir

X:R¥*= R} X(z):=

T:0% =R T(z)= (—xg,xl,O),

wie in den Beispielen und Gemiiss Satz (Stokes) und den Beispielen
w (Rotation) und [6.23| (induzierte Orientierung) gilt

/ es-dA = [ (VxX)-dA
IR DIV

ox

=)
e ((
2v1—a? St yxla)

(1 —a?)27v1 — a?
2v1—a?

=7(1—a?).

—15)* + z7) ds

Das stimmt mit unserer Berechnung in Beispiel iiberein.

Bemerkung. In diesem Beispiel ersparte uns der Satz von Stokes Rechenarbeit.

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Stokes an, um aus einer der vier
Maxwellgleichungen der Elektrodynamik das faradaysche Induktionsgesetz herzuleiten.

Beispiel 6.40. [Maxwellgleichung, faradaysches Induktionsgesetz, Satz von Stokes]
Wir betrachten das elektrische Feld E und das magnetische Feld B als Funktionen der
Zeit t € R und des Ortes x € R3. Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass
0B
VXE=——. 6.34
T (6.34)

Diese Gleichung ist nach James Clerk Maxwell benannt, siche Abbildung [6.16] Das
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Abbildung 6.17: Michael Faraday,
1791-1867, englischer Experimental-
physiker.

Abbildung 6.16: James Clerk Maxwell,
1831-1879, schottischer Physiker.

faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass ein sich dndernder magnetischer Fluss in
einer geschlossenen Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der
zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve eingeschlossene
Fléche istFﬂ Um das zu prézisieren, nehmen wir an, dass E und B von der Klasse
C! sind. Wir fixieren eine kompakte C?-Fliche ¥ in R® und eine Koorientierung v
von Y. Wir schreiben T fiir die durch v induzierte Orientierung des Randes 0%. Das
faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass

(Spannung lings der Kurve C := 0%) = / E.-ds= _4 B - dA. (6.35)

c,r dt Js,

Dieses Gesetz ist nach Michael Faraday benannt, siche Abbildung Wir leiten
dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung mittels des Satzes von Stokes her: Es
gilt

/ E-ds= / (VxE)-dA (geméss Satz|6.38] Stokes)
c\T pINY]

B
=— aa_t -dA  (gemiss der Maxwellgleichung (6.34))
INZ
= —% B dA. (Mathematiker /innen haben das bewiesen.)
DINZ

Das zeigt das faradaysche Induktionsgesetz (6.35)). Das faradaysche Induktionsgesetz
ist also die integrale (oder globale) Form eines physikalischen Gesetzes, die Maxwell-

gleichung (6.34)) ist die diﬁerentiell Form davon.

“Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
15d. h., mittels Ableitung formulierte
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Bemerkungen. e Das Faradaysche Induktionsgesetz impliziert, dass ein sich &ndernder
magnetischer Fluss durch eine Flache, die von einem Draht umspannt wird, einen
Strom im Draht induziert. Dieses Prinzip ist die Grundlage fiir Elektromotoren
und Generatoren.

e Fiir eine ausfithrliche Behandlung der Maxwellgleichungen und des faradayschen
Induktionsgesetzes siehe die Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen.

6.7 Satz von Gaull

Der Satz von Gauf besagt, dass das Integral der Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein
C'-Gebiet in R™ gleich dem Fluss des Vektorfeldes durch den Rand des Gebietes ist.
Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle in der Physik, zum Beispiel in der Stromungslehre
und der Elektrostatik. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir das n-dimensionale Volumen
der Sphére S™ berechnen. Um den Satz zu formuleren, brauchen wir das Folgende.
Seien U C R” ein offenes C'-Gebiet und X ein C'-Vektorfeld auf U.

Definition 6.41. Wir definieren die Divergenz (oder Quellendichte) von X als die
Funktion

divX :=V-X:=) DX"
i=1
Bemerkung. Formal ist V- X das Standardskalarprodukt von V = (Dl, e ,Dn) mit
X. Das ist der Grund fiir die Notation V - X.
Beispiel 6.42. [Divergenz] Wir betrachten das Euler-Vektorfeld
X :=id:R" = R", X(z) = =x.

Die Divergenz von X ist gegeben durch
V-X:ZDixiEn.
i=1

Definition 6.43 (Koorientierung des Randes). Sei U C R™ ein C*-Gebiet. Wir defi-
nieren die nach aussen weisende Koorientierun von U als die Abbildung

v:0U — R", v(xg) := Vglao) (6.36)

~ IVglao)ll”
wobei U' C R™ eine offene Umgebung von xq ist und g € C*(U',R) eine Submersion
1st, sodass
UNU" =g '((~00,0)).

oder das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld)

16(
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o N o

Abbildung 6.18: Carl Friedrich Gauf3,

deutscher Mathematiker, 1777-1855. Abbildung 6.19: Satz von Gauf.

Bemerkungen. e (U, g) existiert gemiiss der Definition eines C''-Gebietes.

e v(xo) besitzt die Linge 1 und ist orthogonal zu T,,0U, da fiir jeden Vektor
v e T,,0U gilt, dass
Dg(zo)v
v(xg),v) = —————= = 0.
) = gl

Das folgt aus aus der Gleichheit ¢g~'(0) = U’ N U und Satz m (Charakterisie-
rung des Tangentialraumes).

e v(xp) hangt nicht von der Wahl von (U’, g) ab.

Satz 6.44 (Divergenzsatz von GauB). ([DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529]) Seien U C R"
ein beschrinktes C*-Gebiet und X € C*(U,R™). Dann ist das Integral der Divergenz
von X diber U gleich dem Fluss von X durch den Rand von U, d. h.

/V.dez/ X -dA= [ X-vdA, (6.37)
U oU,v ouU

wobei v die nach aussen weisende Koorientierung von OU ist.

Beweis: [DK04bl Theorem 7.8.5, p. 529] oder Satz 8.8.1, S. 224] (Fall n = 3)

Dieser Satz ist nach Carl Friedrich Gaul benannt, siche Abbildung Abbildung
[6.19] verdeutlicht den Satz.

Bemerkung. Der Satz von Gauf heisst auch Divergenzsatz.

Beispiel. [Satz von GauB fiir n = 1, Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung|Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben (a,b) := U, f := X. Dann besagt
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Satz (GauB), dass

oU
= f(b) -1+ f(a)-(=1)
= f(b) = f(a).

Das ist der zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Bemerkung. [Beweis des Satzes von Gauf}] Der Beweis des Satzes von Gaufl beruht
auf dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Idee ist, den Satz von
GauBl mittels des Satzes von Fubini auf den eindimensionalen zu reduzieren und dann
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anzuwenden. Siehe den Beweis
von [DK04b| Theorem 7.8.5, p. 529].

Beispiel 6.45. [Satz von Gaufl und Volumen der Sphére] Wir berechnen das (n — 1)-
dimensionale Volumen der Sphire S"~! := S}"*(0), indem wir den Satz von Gauf} auf
das Euler-Vektorfeld

X:=id:B":=B/(0) > R", X(z):=u

anwenden. Die nach aussen weisende Koorientierung von 9B" = S"! ist durch v(z) =
x gegeben. (Vergleichen Sie das mit Beispiel |6.18]) Es gilt, dass

Vol, (") = / 1dA

Sn—1

:/ X -vdA
Sn-1=9Bn

= / V.- Xdx (geméss Satz GauB)
= / ndx (wegen Beispiel [6.42)

= n|B"|

27k

falls n = 2k,

falls n = 2k + 1,
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wobei wir im letzten Schritt eine Aufgabe aus Ubungsserie 11 (Volumen des Einheits-
balls) verwendet haben. Insbesondere erhalten wir

= 4.

VOll(Sl) = (1 — 1)' = 27T, VO]Q(SQ) =

[\
o= N
—

Das stimmt mit den Resultaten der Beispiele und iiberein. Wir stellen
fest, dass
Vol,,(B") — 0, Vol (S") — 0, fiir n — oc.

(Uberlegen Sie sich das!)

Bemerkung 6.46. [stromungsmechanische Interpretation der Divergenz, Motivation
fiir den Namen] Wegen des Satzes von Gauf besitzt Divergenz die folgende anschau-
liche stromungsmechanische Interpretation als die Anzahl Teilchen einer Fliissigkeit
oder eines Gases, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Gebiet”
herausfliessen und daher in verschiedene Richtungen divergieren. Um das zu verste-
hen, betrachten wir eine stationérstromende Fliissigkeit. (Vergleiche mit Bemerkung
) Wir schreiben p(x) fiir die Teilchenzahldichte der Fliissigkeit im Punkt z € R3
und v(x) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt . Das Produkt von p und v ist
ein Vektorfeld X := pv : R® — R3. Seien xy € Uy und r € (0,00). Wir definieren
U, := B3(zy). Es gilt

1

TiA - Anzahl Teilchen, die insgesamt pro Zeitspanne aus U, herausstromen
1

= X -dA (siehe Abbildung|6.11)

|Ur| U,

1

= [ V- Xdz (gemiéss Satz |6.44)
r U,

— V- X(x0) fir r — 0.

Der intuitive Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von X im Ball U, “immer
weniger von X (xy) abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Anschaulich gilt daher:

V- X(x0) (6.38)
= Divergenz von X = pv im Punkt x,
= Anzahl Teilchen, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Ball”

herausfliessen, also in verschiedene Richtungen divergieren

Das motiviert auch den Namen “Divergenz”. Falls die Divergenz in x( positiv ist, dann
stromt mehr Fliissigkeit oder Gas aus einem kleinen Ball um z( heraus als hinein. Das
passiert zum Beispiel, wenn sich Luft erwédrmt. Wir konnen uns diese Divergenz von
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Teilchen am Beispiel des Euler-Vektorfeldes X (z) := 2 und zy = 0 veranschaulichen.
(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld! Vergleichen Sie mit Beispiel [6.42])

Wir nehmen jetzt an, dass die Fliissigkeit keine Quellen und Senken besitzt, d. h. nir-
gends entsteht oder verschwindet. Geméss (6.38) gilt dann

V- (pv) =0.

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, d. h. nicht zu-
sammengedriickt werden kann. Das bedeutet, dass p zeitlich und rdumlich konstant
ist. In diesem Fall gilt

pV-v =V - (pv) =0, also V-v=0.

Die Divergenz des Geschwindigkeitsvektorfeldes einer inkompressiblen quellfreien Fliissigkeit
verschwindet also. Eine solche Fliissigkeit ist zum Beispiel in guter Ndherung durch
Wasser gegeben, in dem keine chemischen Reaktionen stattfinden. Die Gleichung V-v =

0 spielt in der Stromungslehre eine wichtige Rolle. Stromungslehre wird in den Vor-
lesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach) und
Fluiddynamik 11 (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

Mit Hilfe des Satzes von Gauf sind wir jetzt im Stande, Satz (Green) zu beweisen.

Beweis des Satzes (Green): Seien U, X wie in diesem Satz vorausgesetzt.
Wir bezeichnen mit 7' : OU — R? die positive Orientierung des Randes OU und mit
v : OU — R? die nach aussen weisende Koorientierung. Fiir jedes x € oU ist T'(z)
gleich dem um Z im Gegenuhrzeigersinn gedrehten Vektor v(z), d. h.

2

T = (v, (6.39)

Das folgt aus den Definitionen von 7" und v mit Hilfe einer Submersion g : U "= R,
die U lokal beschreibt. (Uberlegen Sie sich das!) Wir definieren

Y = (X?*-XY:U—R%.
Das ist X um § im Uhrzeigersinn gedreht. Y ist ein C"'-Vektorfeld mit Divergenz

V.Y =DX?—DyX'=rotX.
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Aus Satz (GauB) folgt daher, dass

/rothx:/V~Ydac
U U
:/ Y -vds
ou

— / (X?T? — X' (=T")) ds (wegen (6.39))

= X -Tds,
oU

wie behauptet. Das beweist Satz O

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Gaufl an, um aus einer der vier Max-
wellgleichungen der Elektrodynamik das Gaufische Gesetz herzuleiten.

Beispiel 6.47. [Maxwellgleichung, GauBisches Gesetz, Satz von Gauf)] Wir betrachten
das elektrische Feld E und die elektrische Ladungsdichte p als Funktionen des Ortes
x € R3. Wir schreiben

go := elektrische Feldkonstante ~ 8.9 - 10~ 2kg ™ 'm~3sec* A2

Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass
V-E=—. (6.40)

Das Gaufische Gesetz besagt, dass der Fluss des elektrischen Feldes iiber den Rand
eines Gebietes proportional zur Ladung im Gebiet ist. Um das zu prézisieren, nehmen
wir an, dass E von der Klasse C! ist. Wir fixieren ein beschrinktes C*-Gebiet U C R3.

Wir schreiben v : QU — R? fiir die nach aussen weisende Koorientierung des Randes
oU und

@ := elektrische Ladung im Gebiet U.

Das Gaufische Gesetz besagt, dass

Fluss des elektrischen Feldes durch den Rand 0U = / E.dA = Q (6.41)

oUv €o

Wir leiten dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung (6.40) mittels des Satzes von Gauf3
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her: Es gilt
/ E.-dA = / V-Edx  (gemiss Satz[6.44) GauBl)
oU,v U
1
=— [ pdz (gemiss der Maxwellgleichung (6.40))
o Ju
_<
€0

Das zeigt das GauBsche Gesetz (6.41)).

Das Gauflsche Gesetz ist also die integrale Form eines physikalischen Gesetzes, die Max-
wellgleichung ist die differentielle Form davon. Diese Gleichung in der Vorlesung
FElektromagnetische Felder und Wellen ausfiihrlich behandelt (ITET: 4. Semester, RW:
Wahlfach, 6. Semester).
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